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Fuzzy Regression Analysis with an Application 

ABSTRACT 
This work investigates the analysis of fuzzy regression in 

case of the data being fuzzy or non-fuzzy. The analysis is 
performed by several  methods , such as fuzzy linear regression 
(FLR) and modified one, and  fuzzy linear regression with least 
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squares (FLSLR), in which linear programming (LP) is used in 
the analysis. 

Estimation of fuzzy parameters is carried out in case of fuzzy 
and non-fuzzy (crisp) data where the regression model is detected 
by fuzzy set theory.  

These methods  are applied on real data of Osteoporosis 
which are obtained by measuring the bone density of 30 patients 
(10 male and 20 female) by DEXA. 

The results of the analysis show that, Tanaka model is better 
than fuzzy linear regression model  (FLR) so that  to avoid the 
appearance of non-fuzzy estimated parameters ,and . (FLSLR)  is 
better than (FLR) in the sense of degree of  membership of the 
model.   
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�� ��

 ������� �0,�� ���  ��,�� �=
��% ���
� ���4�� J	�, ��%)Kim et 

al.,1996.(
������ ��� ih���:�� �8� �� H��
�)3) (Tanaka et 

al.,1982 (�)Heshmaty and Kandel,1985 . (

��:��)3(������ H���ih

�Iih�	�)#� ������ ����� ����	�� 3���	 �4���� �/�� ���
 )i(
���% �%� .�� ���
 �
�� 3���	#� �4������ �/���ih�����:�#� .

�1�8�:

k

ei xi t α y

v

Y*iYi1

_
hi

0
∑jcj|xij|

���% �� ?#!� BA ������ ��"��� 7�4
�)h(��  ��
����

{ }
{ } )7(.h)y(|yY

h)y(|yY
*Y

h*
i

Y
h
i

………≥µ=

≥µ=

 ��)��� ��	����� ��� 3���	�� �4���� �/�� �� ��)y1,…,yN(��"��� O�)
]hmin[ i



�������,��� $�#)#� ��%��)�� �#/)10(2006 ��������������� ]71[

��:
	�� ���% ���
 ���	!)ei(���
 ��/����� ��	��� �� BA �0,#� ����"� 
���% ��� ����� ��&ih��=� L��	
�#� C��
	�� ���� ���%� µY*(yi)���	��
 

��
���"
�)Heshmaty and Kandel,1985.(
�� ������� ������ ��� ���)3(�	���
����)6(�+��,��� ��=
��
�  ��!� ����

��
��:

���% �4�
 �
�� ����:��� ��	���
��� ��� ���
 ;��+�� 7��4�� C��
	�� �� 
���#)��� ��& ���#)��� �%8! J� ����)��:
	�� -<����� (��L"� O1�
 $6 ���

)LP(�� ��� O�=�� ���� 7�"� ?#! ?	�
 �
�� -������ ����	�� ���#)� ���4
�
 ����)���)5(��4���)8(+�,�� �
�� ����� -�	���
��� ���4�� �� 3�< ��:� �6�
�� �

��L"�� ���)��)LP: (

�Iα�c� ��=/
� ��� SR���/� BA - ;���+#� ��#��� R��/��� �� 
3���	#� ������� ���#)�#� �#4
"��� ����:
	��)Savic & Pedrycz,1991. (
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��L"� �� �#6�
��� ���4�� ��! ���)LP(���
)2xN(���! �� �6��  ��! �=
 ����+
���)m.(

��)
 B�/� �%� 3���	� �)Tanaka ($�!1987 ��% �� )Tanaka,1987 . (
3���	 ���  ���! ����4
	� ��=1 �I)Tanaka (5��� ���� - 58!� H�����

 ����:
	�� $�% �� ���)�� �� �� ����4
	��)cj(�0�,#� ����"� �=
��% H�,
 �%
 �� ���� C��/� �	!)LP.(��� ���/
�"�� ��+
� ��� �%8)�� ��� 9���� �����+
�

  ��� ���
 ������
��)�:� (����� ?#! ���)
�� B�/� �4� �#�:��� 5�� B��0
�� -
3���	� O�=��)Tanaka) (5(�� �	�� �
�� -������:
	� ��#� R��/� �%� 

������� ���#)���Ai� ���,A ��� �� ��M��	
�� ���% ��:
	� �#� R��/� �%� 
��)iY~(5�� �� ����� ���
 ���� �� ���4�� .

��L"� H�,
 ���	!)LP(�
L� ���:

)Tanaka,1987 (-)1994Redden and Woodall, (�)Hojati et 
al.,2005. (

2).�/� %�0���� ���� ��  ��	
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Fuzzy Least Squares Linear Regression (FLSLR) 
���% �4����� 5�� �I�=)Savic and Pedrycz,1991 (*���� �+��,�

��� ��
#���� ���� �4��� ��0	
 $
 �4� - ������ ����� ����	�� �4����:
1�,"� ��
����:

���4	 ���� ����
��� ����#)��� $���
"� ��"��� ����	� �� �4���� ��/��
 ����� ��& ���
 �8����� ��	��� �� BA - �����:�#� <�����)��"��� $
� ����

 � ��)����� �4��� �����
!�� *�+,� (�I ��#����� 5�� �� ����4��� ��/�� �)�� -
./
�� �)
)α∗(��	�6�� �#����� ��0	
� ��	��� �!��/�� $��
"�.

������ �����	�� 3���	 ���4
� ����#4
�� *�+,�� ��)����� �4��� $��
"
�
�� �I $�)��:

����3�� ��
����:
��L"� ��0	
 $
�)LP(�4��� $���
"� BA ;���+#� ��#� R��/� �%� ���)� 

)5(C��
	G� ��� ����:�� ��	���
� J�)6.(
3���	 ��� H����� O8
��� ��)Tanaka (����
�"� ��� �4����� 5���

 ��#)���α)(��#)����)α*(�
�� ���� ?���� �#����� �� �/
�	��:

yx)xx( 1* ′′=α −
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�I 
c���#)��� ��& ����+
�#� ./
� .
h, ������ ���%���4�� J	�.

�� ��� �#����� �� �����
!�� *�+,�� ��)����� �4��� ���
�� �� ������ ���/
 �=����
"� ?#! ��� �% ?����)1994Redden & Woodall, (��"��� ��

��"��� ���="� 9��� �4��.

������, 4	��!��� ��	
�"� ��!��� ��� ����!� 
�� ������� B��#4
�� ������	�� 8� �� $���0��� O#
�� �� ����
 ���#


 ����	 �� ��
4����� ��
�� ��� ���� O8
�� 9�	� $6 ��� -��/=	���� ���1	��
 ./�� H���
 ���� ��
�� ��4	�� �8� ��� -���#)��� ���4
� ��"�"�� ;��0��

 �	��4���:
1T- �����4
�� $�4���  ���:��� $�4�� ��� B��#4
�� ����	�� �� ������	�� ;�
0� 

�"��4� ���
 �� "C���W� .����,��� �� �
�
 ������	�� 5���:
�T��=� �=	� ��� �� ������� ����+
��� ;)� ����� .

�T�#/"� �����:� �� �����:)�� ��"��4�� C���� .
��#��� ����
 $�)� ;��
��� �� �
�
 C����� 5�� ��� ������ ����	�� ���

 3���	�� ���)� �� 7��
���� $�1	��)Tanaka et al.,1982(������	�� ���
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 ��4��� $�4��� �����:��� $�% ��� ��
)� �
�� ���#)��� ;��&� ����
 $�! ?#! 
��:�	 ��� ?	)�� BA $�1	�� �����
 ��+
$�1	�� ������ �� )Chang & 

Ayyub,2001.(
2T�������� ��& ��	����� �!��/� $��
"� B��#4
�� ����	��) ������ ���	�����

�:=���� . (�%8)�� O,�� $���
"�� �)"�� ����,��  ��� �� ����	�� ��#�
�
 ��  ���1 $�4� M�	
��� ����+
��� ��� .�!��/� $��
"�� ������ ����	�� ���

������ ���!� ���=� ���
 �
�� ������� ��	���� .�����	�� ��� ;��+���
 ��%��� $��!� ����&  ���1 �� ����+
��� ��� �%8)�� ��/�� �� ������
 �0�� $��)#� ������� ��!��/��� ���1	 ��"��� O�)
 ����� ���� $���
"��

5��<.
3T�I - ������� ��!��/��� ���1	 ."�"� ������ ����	�� C��
	� �/�� O�)
 

.�"�"� B���#4
�� ����	�� ��	�� C��
	G� ���� ��"��� ��	����� �� �!��/�
����#4
�� ��!��/��� ���1	.

4T�
 �	! B��#4
�� ����	�� 3���	���n3���	�� �����  �"0��� ����+
��� �� 
�
�� ��:���:

Yi=β0+β1Xi1+…+βnXin+εi
�I Yi���/
"�� ��+
� ���% 

Xij �� ���% j�� �"0��� ��+
��� �� i.�����:��� ��j=1,…,n    .
βj����	8� ���#)��� ��& ���#)� 
εi���"� �"�� ��)��� �)�<�
 R<�
� ������� �� �� ����:)�� L���� �� 

���6 ����
� �0,�� B��"�)Gunst & Mason,1980 .( 
�
�� ��� �=� ������ ����	�� 3���	 ��� :

Yi=A0+A1xi1+…+Anxin 
 �� �I Yi���/
"�� ��+
� ���% 

XA′=
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A=)A,.......,A,A( n10 ′��=� <���� �� ������ ���#)� ��& ���#)� 
��
�� �+�,�� �� ��� ./
� �+�,�:

A={α , c }
αj��#)�#� <����� BA �"��� ���% Aj

cj��% ��#)�#� ��:
	�� �Aj-j=0,1,….,n 

����!� ���
 B��#4
�� ����	�� ��  ��4��� ���#)��� "��� ���	�� �:���  ���
 ����!� ���
 ������ ����	�� "��
:
 BA ����� ����%� <������ ����% ?�#! 

��:
	��  �
� �� �4�4� ��! BK C��
	� �/�� BA  �
� ��:� ���4�� ��6�
 ����� -
��)���% <����� –<����� ���% - ��:
	�� ���% +���:
	�� ����%(O��)
� -

C��
	�� ���� ��"��� .����4
 H�,�� ����� ���!� ��  ��4��� ���#)��� �� ����
��! �� ���/
"�� ��+
������ �����.

5T�46�� *�
"� ���4�� J	�, >,��)Confidence level (�����	�� ��
 ���4� B��#4
��)95% (���#)��� ����4�  �1�	� ���
 ���4�� 5�� -h��
�� 

��� ��6����� ;)� �=��"� ��� ������ ����	�� �� ���4�� J	�, ����
��
C��
	��.

6T���� ���/
"�� ��+
�� M�	
�� $�% �� ������ �%� �� ������ ����	�� O��
 ��� ���4�� BA ������� ���#)�#� ����:
	�� �%� R��/� ��"��� $
� ��� ��	�

)c0+c1+…..+cn(7��4� �� 5�1�	� �� B��#4
�� ����	�� ��#�
 �� ��	�� -
*�+,�� ��)�����.

�� ����	�� ��� ���=	�� ��� ������� B��#4
 �C</ ���)� "BA ������
8�� ��
 �����:)��)Randomness (���������)Fuzziness ($��! ��� ���!�	 ��=�

 ����	�� ��#�
 �� ��������)Chang & Ayyub,2001.(

]x,,x[1, ini1 …=X �"0��� ����+
��� 

{
{ }c,.......,c,cc

},.......,,
n10

n10
′=
′ααα=α
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������ ��	
�"� %���	 ��� 
1T�����	�� 3���	 ����
� ��	����� ��� ���	)��� �,%�	 ����	�� ���:� @��)�

  ���"0���� ���/
��"�� ������+
� ����� ������& ���%8!)Savic & 
Pedrycz,1991.(

2T���� �� $��
"� ���  ��+, ���
 �"����� ��% ��	�)�� $/�)McCauley 
& Wang,1999(8��� ������ ����	�� �)� �� -"���
� "B���#4
�� ����	8�

 ���#�
 ��	�"� ����� ��& ��	����� �!��/� ���
 ���	! ���#)��� ���4
 ��
 �0�)�� ����
 �����	�� 3����	� ���8���� -B��#4
�� ����	��)Kim et 

al.,1996.(
3T��& �8����� ��	��� �!��/� ���� �� $��
"������/����� ���� �����

 #��� ����� ����
 ��
���� .����
 ��%8)�� ���� ����� ��& ��	����� ��
 ����&� ����� .������ ���� ���� J� ���� $�1	 �/��	 ���
 ���	)�

 3����	�� ���#)�� �����
8�� �� �=��" ���� ��/����� ��	���� ;��+�� ���
 �8����� ��	��� �� ;��+���)Lee & Chen,2001 .( 

�!������ ���#�� 
5�60�� �7�7�)5�60�� '9�� (Osteoporosis 

5�60�� �7�7� ;��� <��0��� 
�����  �% �� >4	 ?�� B�M� ��� ���1)�� �#
��� �� >4	 ��

��"��� 
��� ���<��=
 �=/� �,�,� �!��: $�1)�� ;���� �6�� �� �)�� -
)�� �� �,�� ��"�� ���,�� ��"	 R�0
�� B�M
� -�!�"��� 9���� - B�40�� ���

���! ��"	 ?��8�� ������� ?�� ;���� ��� �� ����"/ ��%�!I �!
���4
�)Haslett et al., 1999 (�)-��#�2001. (

>4	 .��" - ��"���� �" ��� C�"	�� �,�,�� ��	"��� ��,� ;�� ���
 4�� �� ���

 $�1)�� - $�1)�� �� $��"����� ���� �� ���: B��
 ��"�% ��/��� �
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/�"	 �=#��� ���$
� ���� ��
"� ��:� $�=� $1)�� ��� ��	�� ��8� .	��	� �� .�:� 
��!��� ���% $1)�� ����
 �4�� ��� ���/ @�"	�  �:��� .���)
 "<��/
 �)� -�"

)35(?�#! ��#+
��� A��
 $1)�� ���4� ��#�! ��� C�"	�� �� ��/��� �	! C��" �	"
 
�� ��#�! ��
"� ���� P�� ��:� 7#��� �4� ?�� B�M� ��� ��1)�� ;��) .?!��

 ?�#! ���� ��� �� �"��� ������ ����& .	� ���,�� C������ $�1)�� �%�
 ;��
5��/� .7L���� �" �)� C�"	�� �	! ��� ��:� ����<��� A��
 $1)�� ���4� ��#�! ��

 $��"/�� ���� ��/��
��"�� ������� ������4� ���� >%���	
�� ����"� 
)Osteoporosis,2002.(

������ �� �� ��	
�"� '(��� '���� 
�����	�� ������ ��� �=4���
� ��	����� �� ��!�	 ?#! 
����� ��� ��
!�

 ����� ��& ��/������ �8����� ��	��� �=�� ���
 ���� R�	�� -������)�:� (
���� <��=/� >�� �� $1)�� ���6� 7��% �8� �� 9��� -)DEXA (�686� ��

 �����)10���- �20?6	� .(

(xi,yi) i=1,2,…,30 
�I 
yi$1)�� ���6� �6�� 5���� B��� ���/
"�� ��+
� )Bone Mineral 

Density) (BMD.(
xi��)�� �6�� B���� �"0��� ��+
��� .

��	����� �� �	�6�� R�	�� ������/������ ����� ��& �8����� �=�� ���

�����.

1)������� ��= %�#� ���, %> 	��� %����� 
*+,��Tanaka)FLR (
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��L"� $��
"
 3���	�� ?#! ��	����� ����
�)LP(��)9(���� �6�
 �
��
 ���
�" -���4�� ��	���
� J� O�=��60���
!�� ���% )2xN=60 (��L"� ���
 9����

)LP(���1	��� �� ���)12. (
���% ���
�(h)��� �� ����"�  ��
�(0.5) �� 5��0	
 $
 �4� ��#�
�� ��� 

<��/�� @��	��)LINDO) (Winston,1994 (������� ���#)��� ?#! ��,�#�
O�=�� ����� �6�
� B��� ���#)��� ����:
	� �%�� R��/���� .3���	�� ����

�
�� ��� �����:

5.0
iY~ = (0.53455,0) + (0.0048,0.012601) xi ………… (13) 

 �� �I(0.53455,0)��<����� ���4�� -������ J�4����� (0.53455)  
��:
	���)0.(

���% ���
�� �	!�)h(�� ����"�)0.3 (��� ������ ����� 3���	�� ����
�
��:

3.0
iY~ = (0.53455,0) + (0.0048,0.009)xi ………………. (14) 

� ��� ��
���)��� �8)13(�)14(��:��� �=����
 ����)4(?#!� �����

)12(................. 
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$�% �� ��� ?	���)h(���  ��,�� �=
��% ���
 �
���  ��
����)0,1.(
��:��)4($�% �	! ���� ����	� 3���	h=0.3 �h=0.5 ��	���� )x,y (��&

����� 

��4��� ������ ����� 3���	�� �4���� �/�� ���)Y~= Ã x i(��	���#�
  ��)���)Yi(������� 7��% ��"��� $
�ih�4�� B��� )Yi

h ⊆h
iY~(���% �	!

h=0.5 ��:�� �� H��� ���� )5.(

��:��)5(3���	 �4���� �/��)FLR(
3����	 ?�#! ��	����� ����
 ���� �� ���)Tanaka($���
�"�� ���)���

 ���1	���)10(O�=�� ���� ���+
 �4� BA.
���% �	! -������ ����� 3���	�� ���(h=0.5)��:

5.0
iY~ =(0.462,0.145) + (0.0065,0.0091)xi …………. (15) 
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��:��)6(3���	 �4���� �/��Tanaka��)��� 

��L"� ��0	
 $
 �%�)LP(��  �! $�4�)h) (���4�� J	�, ���
�� ($�4���
 ��)0,0.3,0.5,0.7,0.9 (�
	 ��� �	��4��� �8� �� ���
� -��#� .	� $�4�� 5�� @�

���% �	��(h) ����� ��� -�,%� ?	���� ?#!�� ���� ��� ���"��� �	�� �+,� 
��:�� ��)4.(�� ?�"��� $�4�� ���
�� $
� ��� ��"����� �#&� ���)h(���4�

0.5) (��)0.7) (Chang& Ayyub,2001(.9���� ��L"� ��0	
 �	!)LP($�4�
3���	�  �! )Tanaka($�% ��+
 �	! ��+

 $� <������ $�% �� O�� �=1 ��)���� 

h)(-��+
�� �=�#! *�/�� ��:
	�� $�% ����)Hojati et al.,2005 (��� ?	)��
 $�% ���< ��#�)h(��:
	�� $�% ���<)Moskowitz & Kim,1993(�� ��� -

�����/��)1(�)2(��:
	�� $�% H���
 $
 9���� -����
�� ?#! 3���	 �	!
)Tanaka ($�)�1982�=1
 $� ��)��� 3���	 ��� �� �0, �=
��% �=1
 ���� .

$�%  ���< �	! ����/�� ���� ���(h) O�=�� ���� �6�� B��� ��:
	�� R��/� ���<� 
��L"� ��)LP) (Chang & Lee,1994 .( 
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���/��)1(3���	� ������� ���#)��� $�%)Tanaka et al.,1982.(
A0A1 h

c0αααα0c1αααα1

Min S 
000.534 0.0065 0.0048 0.0065 

0.3 00.534 0.0092 0.0048 0.0092 
0.5 00.534 0.0126 0.0048 0.0126 
0.7 00.534 0.0212 0.0048 0.0212 
0.9 00.534 0.0632 0.0048 0.0632 

���/��)2(3���	� ������� ���#)��� $�%Tanaka ��)��� )1987.(
A0A1 h

c0αααα0c1αααα1

Min S 
00.072 0.462 0.004 0.006 9.470 

0.3 0.013 0.462 0.006 0.006 13.529 
0.5 0.145 0.462 0.009 0.006 18.941 
0.7 0.241 0.462 0.015 0.006 31.568 
0.9 0.725 0.462 0.045 0.006 94.704 

%�#������"�:
� �4���
�� �	�/�� �"��� �8� ����
U� ��/�
	
"�� ?�� �,�
�� $6 
��#:

1T9���� ��#�
�� �� ������ ����	�� $���
"� �/�� ����� ��	����� �	�� ��� 
����&  ���1 �� ����+
��� ��� �%8)�� ��/�� ���� ��.

2T3���	Tanaka 3����	 ��� �������� ����#)��� ���4
� $��
"� ����! �� 
)FLR (����� ��� ���� �� ?
�� ����� ��& ��	 .3����	 $���
�"� ��0��

Tanaka ��&  ��4��� ���#)��� ��=1 B��0
� ����� 3���	�� �� ��� ��)��� 
�������.
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