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 ABSTRACT 

         In this paper, we study the moment of a non linear – autoregressive 

polynomial model of first order, also we analysis the stability of this model and find the 

singular point as well as the limit cycle by using the linear approximation technique. 

Keywords: the singular point, the limit cycle, the linear approximation technique 
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 الملخص

 ممما المرتدممة اأولمم  متعمماا الحمماواغيممر الي ممه مممو ا اأنحمماال المملاته نفممه امملا الدحممة الاسممة العمم وم أ تممم
 النق ة الثابتة واولة النهاية باستياام تقنية التقريب الي ية. وإيجاامو ا نالا اأ إستقرالية تحليل تم وكللك

 النق ة المنفراة، اولة النهاية، طريقة التقريب بالي ية المحلية.  الكلمات المفتاحية:

 المقدمة   -1

المثال قياس كمية متقلدة تقاس بنقاط ميتلفة ما ال ما. عل  سبيل  أيالسلاسل ال منية اه سجل للقيم 
لكل شهر ...   اأسعالالجات الحرالة اليومية ، قياس الفول ية للاائرة الكهربائية لكل ثأنية واحاة ، قياس مؤشرات 

 [8]الخ.

( linearity( والي ية )stabilityمتمثلة بالإستقرالية ) أساسيةعااة تبن  السلاسل ال منية عل  مي ات 
ة السلاسل ال منية غير المراوحة لبناء نما ا لياضية ملائمة لها ، سيترك  ( وكيفية معالجnormalityوال بيعية )

 اأنمو االا  .وبما أن( ما المرتدة اأول   ي ية )المتعاا الحاواالبحثنا عل  الاسة إستقرالية احا النما ا غير 
لالاسة   لداحة اوزاكهتم استياام طريقة التقريب الي ية المقترحة ما قبل ا للا يمتلك عااة سلوكية غير خ ية 

   [10]لاحظ المصال .صفات اأنمو ا
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 أساسية تعاريف -2
 (time series)[4]سلسلة الزمنيةمتال 1-2 

 اه مجموعة ما المشاااات الته تتولا عل  التواله خلال ال ما ، وتتمي  أي سلسلة زمنية بأن بيأناتها
وتعرف  مرتدة بالنسدة لل ما وأن المشاااات المتتالية عااة تكون غير مستقلة أي تعتما عل  بعضها الدعض.

∋العملية التصاافية بأنها عائلة ما المتغيرات العشوائية  𝑇}, t t{x  حيةt او الاليل  (∈ 𝑇t و )T   مجموعة
∋تمثل ال ما فتسم   tوإ ا كانت  (set index) اليلية 𝑇} , t t{x   . متسلسلة زمنية 
 [8] المتحركة والأوساطنماذج الأنحدار الذاتي  2-2

Autoregressive moving average model ARMA(p,q) 

 
 اللاته والاوساط المتحركة بالشكل الآته :    متسلسلة زمنية يعرف أنمو ا اأنحاال {𝑋𝑡}لتكا    

𝑋𝑡=f(𝑋𝑡−1, … , 𝑋𝑡−𝑝 , 𝑍𝑡−1, … , 𝑍𝑡−𝑞)+ 𝑍𝑡                                               …     (1) 

𝜎𝑧   وتتدع التوزيع ال بيعه بمعال صفر وتدايا  اأبيض( )الضجيج  الضوضاء اأبيض z(t)إ  أن 
2 f(.),  أياه 

 كانتفإ ا  .يمكننا الحصول عل  نما ا ميتلفة  (.)f بفرض حالات معينة للاالة.  و خ ية ام غير خ ية   االة 
f(.)  بالشكل الآته :  (1) المعاالةاالة خ ية يمكا كتابة 

𝑋𝑡 = a0 + ∑ 𝑎𝑖
𝑝
𝑖=1 𝑋𝑡−𝑖 + ∑ 𝑏𝑖

𝑞
𝑖=1 𝑍𝑡−𝑖 + 𝑍𝑡                                             ...       (2)   

اللاته واأوساط  الانحاال( بأنمو ا 2) المعاالة  ي لق عل  معرفة مسدقا.  𝑍𝑡ثوابت و  ibو   ia إ  أن 
 qأنمو ا أوساط متحركة ما المرتدة  ( نحصل عل 2فه المعاالة ) p=0إ ا كانت الي ه.ف المتحركة

(MA(q)),وإ ا كانت q=0  نحصل عل  أنمو ا أنحاال  اته ما المرتدةp (AR(p))  . 
 [8]    :للانحدار الذاتي والأوساط المتحركةمتعدد الحدود  أنموذج 3-

)لتكا  ) tx   ، متسلسلة زمنية tzن أرض تفلن. و  ضجيج ابيضf(.)  فه المعاالة  متعاا حاوا كما  : 
( ) )3(...),...,,,,( )()1()()1( tpttpttt zzzxxfx += −−−− 

 :   أي ان
)4(...),...,,,...,( )()()1()()1()( tqttpttt zzzxxpx += −−−− 

,يسم  الانمو ا المعرف فه  p-t,X , ....1-tX ,q-t,….,Z1-tZللمتغيرات اه متعااة حاوا  (.)pن إ  إ
 واأوساط المتحركة.للانحاال اللاته نمو ا متعاا الحاوا (    با4المعاالة )

 أنموذج الانحدار الذاتي من المرتبة الأولى غير الخطي متعدد الحدود)الأنموذج المقترح(: 2-4

يعرف أنمو ا الانحاال اللاته متعاا الحاوا ما    …,t=±1,±2,±3حية  t{X{لتكا المتسلسلة ال منية 
 المرتدة الاول  بالشكل اأته:

𝑋t = (𝑎 𝑋𝑡−1)k−1 Xt−1 +𝑧𝑡        , 𝑘 = 2,3, …                                                  … (5) 

 .ثابتة  ةكمي aوان  اأبيض(, )الضجيج  الضوضاء اأبيض    t{Z{حية
 [8] سي :الأنحدار الذاتي الأ  أنموذج 2-5

  اأتهبالشكل   pمرتدة لاللاته الاسه ما ا الانحاال أنمو ا 1977عام   Oda and Ozakiعرف 
…     (6)                  ,  i=1,2,3,…,p                  𝑒−𝑥𝑖−1

2
) 𝑥𝑡−𝑖 + 𝑍𝑡i𝜋+i∑ (𝛼𝑝

𝑖=1= tX 
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 (.اأنمو ا معلمات) ثابتة كميات i , 𝜋,  iα اأبيض( )الضجيج الضوضاء الابيض    t{Z{حية      
( يمكا ايجاااا ما خلال  5إستقرالية اولة النهاية للأنمو ا )(   Oda and Ozakiوقا اثبت العالمان )

 المبرانة الآتية :
 مبرهنة :  2-6

 متمثلة بأنمو ا اأنحاال اللاته الاسه ما المرتدة اأول  :  t{X{لتكا المتسلسلة ال منية 
…     (7)                                                                        𝑒−𝑥𝑡−1

2
) 𝑥𝑡−1 + 𝑍𝑡1𝜋+1𝛼=( tX 

إ ا تحقق   (orbitally stableللأنمو ا تكون مستقرة مااليا) t+1X ,t+2X ,...,t+q,X ,qاولة النهاية باولة,
 الشرط:

|∏ [𝛼𝑗 + 𝜋𝑗(1 − 2𝑥𝑡+𝑞−𝑗
2 )𝑒−𝑥𝑡+𝑞−𝑗

2

]𝑞
𝑗=1 |<1 

 .  [9]لاحظ  -البراان :
  [7] (stability)ستقرارية الإ -3

تصاافنا فه العايا ما المسائل الفي يائية والهناسية عمليات عشوائية يمكا وصفها عل  نحو غير ثابت 
 (Statistical equilibrium)إحصائهوغالدا ما تكون اله العمليات فه حالة توازن  

ع الناتجة  بمعن  أنه عنا اخل مشاااات مثل اله العمليات وتقسيمها ال  عاا ما الفترات ال منية فأن المقاط
 متشابهة. وإحصائيةتمتلك خصائص احتمالية 

إ ا كأن أي  m   (Orderstationary-(m المرتدةسلسلة ال منية بأنها مراوحة ما متال تكون 
nttt ,...,, 21

   
),,...,(لم    mفأن جميع الع وم ما الالجة  kوأي ثابت 

21 knkk ttt XXX
+++

 تكون  
            ],...,,[],...,,[ 2

2

1

1

2

2

1

1

n

knkk

n

n

m

t

m

t

m

t

m

t

m

t

m

t XXXEXXXE
+++

لجميع النقاط  =
ال منية الميتالة 

nttt ,...,, 21
وأي ثوابت صحيحة موجدة  kوأي ثابت  

nmmm ,...,, 21
تحقق القيا  

mmmm n +++ ...21
حالة خاصة يقال أن السلسلة ال منية كو  [3]أحظ  . tX دة أنها مراوحة ما المرت

  :إ ا كأنت (First Order Stationary)اأول  
كما يقال للسلسلة ال منية  tX  الثانيةأنها مراوحة ما المرتدة (Second Order Stationary)   إ ا

 :حققت الشروط الآتية
1) 𝐸(𝑋𝑡) =  𝜇                                    𝑡    كمية  ثابتة  لاتعتما  عل   𝜇        
2) 𝑉𝑎𝑟(𝑋𝑡) =  𝜎𝑋

2                              𝑡    كمية  ثابتة  لاتعتما  عل  𝜎𝑋
2 

3) 𝐶𝑜𝑣[𝑋𝑡1, 𝑋𝑡2] =  𝛾(𝑡1,𝑡2)              فقط   |𝑡2 − 𝑡1|  االة   بالالة     

 [12]: (singular point) النقطة المنفردة 3-1

ن أي مسال للنمو ا يباأ ما نق ة ٳالنق ة المنفراة تعرف بأنها تلك النق ة الته تحقق الشرط الآته:  
 .→t-∞أو عناما   ∞→tمممما عناما ٳيقترب منها  قريدة بشكل كاف ما 

فأن النق ة المنفراة تكون مراوحة وبالعكس إ ا اقترب المسال ما   ∞→tعناما  إ ا اقترب المسال ما 
  عناما∞-t→   فأن النق ة المنفراة  .تكون غير مراوحة 
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 limit cycle) ):- [12]دورة النهاية 2-3
),,,...,(  تعرف بأنها المسال المغلق والمع ولاولة النهاية للنمو ا   21 qttttt xxxxx  qحية    =+++

),,,...,( عاا صحيح موجب. المقصوا بأنَّ المسال مغلق او أنه إ ا كأنت القيم الابتاائية 21 qtttt xxxx +++ 
),,,...,(),,,...,(  فأنإل  اولة النهاية  تنتمه 321321 kqpkqkqkqp xxxxxxxx  . kأي عاا صحيح  =++++

أن أي مسال يباأ قريداً ما اولة النهاية بشكل كاف يتقالب نحو اولة  (Isolated)والمقصوا بالمع ول  
فأن اولة النهاية   ∞→t ا كأن المسال يقترب ما اولة النهاية عناما ٳ، ف ∞-→tأو  ∞→tالنهاية أما عناما 

 مراوحة.  فأن اولة النهاية تكون غير  ∞-→tتكون مراوحة وبالعكس إ ا كأن المسال يقترب ما اولة النهاية عناما 
  pسنحاول فه الفقرة التالية  الاسة إستقرالية أنمو ا اأنحاال اللاته غير الي ه )متعاا الحاوا ما الالجة 

 والمرتدة اأول ( 

 الصفات الأحصائية للأنموذج المقترح : 3-3

 و المرتدة الاول : kليكا لاينا أنمو ا أنحاال  اته غير خ ه )متعاا الحاوا( ما الالجة       
Xt=(a Xt-1)

k-1 Xt-1+Zt k=2,3,4, …. .                                                   …   (8) 

 (.التشوش الابيض) الضوضاء الابيض t{Z {حية 
بتحويله ال  انمو ا اوساط متحركة باستياام طريقة  (8) للأنمو ا الإحصائيةالصفات  إيجااسنحاول 
 . ثم نعمم النتائج   k=2,3وبفرض أن  التقريب المتعاقب
  a >0 نفرض أن تتدع التوزيع ال بيعه و  أنهاوبفرض   اأبيض( )الضجيج الضوضاء الابيض t{Z { بما أن 

 . غير الي ية  المتحركة اأوساط أنمو افأن جميع الع وم تكون موجواة  
 الالجة الثانية والمرتدة الاول :( نحصل عل  أنمو ا متعاا حاوا ما 8فه اأنمو ا )  k=2نضع أولا:

                                                        t+Z 2)1-t=(a XtX 

 نحصل عل   00X= أنوبفرض 
1=Z1X 

𝑍1
2 + 𝑍 2=a 2X 

⋮ 

𝑋𝑡 = 𝑍𝑡 + ∑ 𝑎2𝑗−1

𝑡−2

𝑗=0

  𝑍𝑡−𝑗−1
2𝑗

+ ∑ ∑ 𝑔𝑢𝑣  𝑍𝑡−𝑢  𝑍𝑡−𝑣

∞

𝑣=0

∞

𝑢=0

+ ∑ ∑ ∑ 𝑔𝑢𝑣𝑤

∞

𝑤=0

𝑍𝑡−𝑢  𝑍𝑡−𝑣

∞

𝑣=0

∞

𝑢=0

  𝑍𝑡−𝑤 + ⋯                     …  (9) 

التمثيل غير  أنمو ا( تمثل 9المعاالة )بصيغ معينة كناتج تدسيط مفكوك المعاالة أعلاه . aتمثل الثابت  (.)gحية 
 (General non-linear representationالي ه العام)

 (:9)للأنمو ا  الإحصائيةالصفات  إيجاا التالية سنحاول فه اله الفقرة
 ( نحصل عل  9القيمة المتوقعة للمعاالة ) بأخل   :القيمة المتوقعةأولا: 
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𝐸(𝑋𝑡) = 𝐸(𝑍𝑡) + 𝐸 (∑ 𝑎2𝑗−1

𝑡−2

𝑗=0

  𝑍𝑡−𝑗−1
2𝑗

)

+ 𝐸(∑ ∑ 𝑔𝑢𝑣  𝑍𝑡−𝑢  𝑍𝑡−𝑣 + ∑ ∑ ∑ 𝑔𝑢𝑣𝑤

∞

𝑤=0

𝑍𝑡−𝑢  𝑍𝑡−𝑣

∞

𝑣=0

∞

𝑢=0

  𝑍𝑡−𝑤

∞

𝑣=0

∞

𝑢=0

+ ⋯ )                                                                                    … (10) 

   {𝑍𝑡}  ضجيج ابيض   ∵  
∴ 𝐸(𝑋𝑡)    = 0 + 𝐸 (∑ 𝑎2𝑗−1𝑡−2

𝑗=0   𝑍𝑡−𝑗−1
2𝑗

) + 0             

𝐸(∑ 𝑎2𝑗−1𝑡−2
𝑗=0   𝑍𝑡−𝑗−1

2𝑗
)= ∑ 𝑎2𝑗−1𝑡−2

𝑗=0  𝐸( 𝑍𝑡−𝑗−1
2𝑗

) 

∵ 𝐸( 𝑍2𝑗
)=∫ 𝑍2𝑗∞

−∞
 𝑓(𝑧)𝑑𝑧 = 2 ∫ 𝑍2𝑗∞

0
 𝑓(𝑧)𝑑𝑧 

 [11]االة كثافة احتمال.لاحظ  𝑓(𝑧)متغير عشوائه  {𝑍𝑡}لان 
⟹  𝐸( 𝑍2𝑗

)= 2 ∫ 𝑍2𝑗∞

0

1

√2𝜋
𝑒−1

2
 𝑧2

  𝑑𝑧                       (Z~𝑁(0, 𝜎𝑧
2)) 

 أنوبفرض  j=1لتكا 
1

2
𝑧2 = 𝑢 ⟹ 𝑧 = √2𝑢  ⟹ 𝑑𝑧 =

𝑑𝑢

√2𝑢
 

∴  𝐸( 𝑍2)= 2 ∫ 2𝑢
∞

0

1

√2𝜋
𝑒−𝑢   

𝑑𝑢

√2𝑢
 

        =
2

√𝜋
 ∫ 𝑢

1
2

∞

0
 𝑒−𝑢 𝑑𝑢   

 =
2

√𝜋
 
1

2
 𝛤1

2
= 1 

   j=t-2بصولة عامة عناما 
𝐸( 𝑍2𝑡−2

)= 2 ∫ 𝑍2𝑡−2∞

0

1

√2𝜋
𝑒−1

2
 𝑧2

  𝑑𝑧 

 وباستياام نفس الفرضية نحصل عل  

𝐸( 𝑍2𝑡−2
)=(

2
𝑡−

3
2

√2𝜋
)  𝛤(𝑡 − 5

2
) 

t=3⟹ 𝐸( 𝑍23−2لتكا  
)=(

2
3−

3
2

√2𝜋
)  𝛤(3 − 5

2
) = (

2√2

√2√𝜋
) Γ

1

2
 = 2 

⟹ ∑ 𝑎2𝑗−1𝑡−2
𝑗=0  𝐸( 𝑍𝑡−𝑗−1

2𝑗
)= g(t) 

⟹ 𝐸(𝑋𝑡) =g(t)                                  

 .   tاالة تعتما عل     g(t)حية 
 التدايا:ثانيا: 

∵ 𝑉𝑎𝑟(𝑋𝑡) = 𝐸(𝑋𝑡
2) − 𝐸(𝑋𝑡)2 

 نحصل عل   2tX إيجاا( وبعا 9المعاالة ) إل وبالرجوع 

𝑋𝑡
2 = 𝑍𝑡

2 + ∑ 𝑎4𝑗+1−2

𝑡−2

𝑗=0

  𝑍𝑡−𝑗−1
4𝑗

+ ∑ ∑ 𝑔𝑢𝑣  𝑍𝑡−𝑢  𝑍𝑡−𝑣

∞

𝑣=0

∞

𝑢=0

+ ∑ ∑ ∑ 𝑔𝑢𝑣𝑤

∞

𝑤=0

𝑍𝑡−𝑢  𝑍𝑡−𝑣

∞

𝑣=0

∞

𝑢=0

  𝑍𝑡−𝑤 + ⋯                                …  (11) 

 نحصل عل   (11)القيمة المتوقعة للمعاالة  وبأخل
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𝐸(𝑋𝑡
2) = 𝐸(𝑍𝑡

2) + 𝐸(∑ 𝑎4𝑗+1−2

𝑡−2

𝑗=0

  𝑍𝑡−𝑗−1
4𝑗

) + 𝐸(∑ ∑ 𝑔𝑢𝑣  𝑍𝑡−𝑢  𝑍𝑡−𝑣)

∞

𝑣=0

∞

𝑢=0

+ 𝐸(∑ ∑ ∑ 𝑔𝑢𝑣𝑤

∞

𝑤=0

𝑍𝑡−𝑢  𝑍𝑡−𝑣

∞

𝑣=0

∞

𝑢=0

  𝑍𝑡−𝑤) + ⋯                       …  (12) 

∵  𝐸 (∑ 𝑎4𝑗+1−2

𝑡−2

𝑗=0

  𝑍𝑡−𝑗−1
4𝑗

) = ∑ 𝑎4𝑗+1−2

𝑡−2

𝑗=0

 𝐸 ( 𝑍𝑡−𝑗−1
4𝑗

) 

 

 نجا أن   العلاقات والفرضيات السابقةوباستياام نفس 
𝐸(𝑋𝑡

2) = ℎ(𝑡)                             

 ن العملية غير مراوحة. .والا يعنه ا  tاالة تعتما عل   h(t)حية 
 التغاير:ثالثا : 

∵ 𝐶𝑜𝑣(𝑋𝑡, 𝑋𝑡±𝑘) = 𝐸(𝑋𝑡. 𝑋𝑡±𝑘) − 𝐸(𝑋𝑡). 𝐸(𝑋𝑡±𝑘) 

𝑋𝑡±𝑘 = ∑ 𝑎𝑝𝑗−𝑟

𝑡−2

𝑗=0

  𝑍𝑡±𝐾−𝑗−1
𝑝𝑗

+ ∑ ∑ 𝑔𝑢𝑣  𝑍𝑡±𝐾−𝑢  𝑍𝑡±𝐾−𝑣

∞

𝑣=0

∞

𝑢=0

+ ∑ ∑ ∑ 𝑔𝑢𝑣𝑤

∞

𝑤=0

𝑍𝑡±𝐾−𝑢  𝑍𝑡±𝐾−𝑣

∞

𝑣=0

∞

𝑢=0

  𝑍𝑡±𝐾−𝑤                     …  (13) 

 كميات  ثابتة.  p,rحية 

𝑋𝑡. 𝑋𝑡±𝑘 = ∑ 𝑎𝑞𝑗−𝑏

𝑡−2

𝑗=0

  𝑍𝑡±𝐾−𝑗−1
𝑞𝑗

+ ∑ ∑ 𝑔𝑢𝑣  𝑍𝑡±𝐾−𝑢  𝑍𝑡±𝐾−𝑣

∞

𝑣=0

∞

𝑢=0

+ ∑ ∑ ∑ 𝑔𝑢𝑣𝑤

∞

𝑤=0

𝑍𝑡±𝐾−𝑢  𝑍𝑡±𝐾−𝑣

∞

𝑣=0

∞

𝑢=0

  𝑍𝑡±𝐾−𝑤           …  (14) 

 كميات ثابتة. q,bحية 
 نحصل عل   اأخيرةالقيمة المتوقعة للمعاالة  وبأخل

E(𝑋𝑡. 𝑋𝑡±𝑘) = 𝑙(𝑡)                                     

 تمثل ال ما .  tوأن  t  أي أن التغاير يعتما عل 
نستنتج ما الفقرة السابقة أن ع وم اأنمو ا اللاته غير الي ه المتعاا الحاوا ما المرتدة الاول  جميعها 

 ال ما أي أن اأنمو ا غير مراوح. تعتما عل 
)انمو ا متعاا الحاوا ما الالجة الثالثة   k=3( عناما 8سوف نحاول إيجاا الع وم للأنمو ا ) ثانيا:

 والمرتدة الاول ( 
t+Z 3)1-t=(a XtX 

 نحصل عل    السابقة وباستياام نفس الفرضية
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𝑋𝑡 = 𝑍𝑡 + ∑ 𝑎3𝑗−1

𝑡−2

𝑗=0

  𝑍𝑡−𝑗−1
3𝑗

+ ∑ ∑ 𝑔𝑢𝑣  𝑍𝑡−𝑢  𝑍𝑡−𝑣

∞

𝑣=0

∞

𝑢=0

+ ∑ ∑ ∑ 𝑔𝑢𝑣𝑤

∞

𝑤=0

𝑍𝑡−𝑢  𝑍𝑡−𝑣

∞

𝑣=0

∞

𝑢=0

  𝑍𝑡−𝑤 + ⋯                                … (15) 

 القيمة المتوقعة:  

𝐸(𝑋𝑡) = 𝐸 (𝑍𝑡 + ∑ 𝑎3𝑗−1

𝑡−2

𝑗=0

  𝑍𝑡−𝑗−1
3𝑗

+ ∑ ∑ 𝑔𝑢𝑣  𝑍𝑡−𝑢  𝑍𝑡−𝑣

∞

𝑣=0

∞

𝑢=0

+ ∑ ∑ ∑ 𝑔𝑢𝑣𝑤

∞

𝑤=0

𝑍𝑡−𝑢  𝑍𝑡−𝑣

∞

𝑣=0

∞

𝑢=0

  𝑍𝑡−𝑤 + ⋯ )                          …  (16) 

 

𝐸(𝑋𝑡) = 𝐸(𝑍𝑡) + 𝐸(∑ 𝑎3𝑗−1

𝑡−2

𝑗=0

  𝑍𝑡−𝑗−1
3𝑗

) + 𝐸(∑ ∑ 𝑔𝑢𝑣  𝑍𝑡−𝑢  𝑍𝑡−𝑣)

∞

𝑣=0

∞

𝑢=0

+ 𝐸(∑ ∑ ∑ 𝑔𝑢𝑣𝑤

∞

𝑤=0

𝑍𝑡−𝑢  𝑍𝑡−𝑣

∞

𝑣=0

∞

𝑢=0

  𝑍𝑡−𝑤) + ⋯                      …  (17)     

𝐸(𝑍𝑡) = 0 

𝐸 ( 𝑍3𝑗
) = 2 ∫ 𝑍3𝑗

∞

0

1

√2𝜋
𝑒−1

2
 𝑧2

  𝑑𝑧 

 

∴ 𝐸(𝑋𝑡) = 𝑘(𝑡) 

 .    tاالة تعتما عل   k(t)حية 
 .   tوبإيجاا بقية الع وم نجا أن جميع الع وم لهلا اأنمو ا تعتما عل  

 أي أن اأنمو ا ما الالجة الثالثة والمرتدة اأول  أيضا يعتما عل  ال ما )غير مراوح( .
 والمرتدة اأول    kبصولة عامة عناما نأخل اأنمو ا المقترح ما الالجة  ثالثا:

Xt=(a Xt-1)
k

1+Zt 

 ( نحصل عل  k=2,3للنما ا بالجات انيا عناما) ات السابقة وباستياام نفس الفرضي
 

𝑋𝑡 = 𝑍𝑡 + ∑ 𝑎(𝑘+1)𝑗−1

𝑡−2

𝑗=0

  𝑍𝑡−𝑗−1
(𝑘+1)𝑗

+ ∑ ∑ 𝑔𝑢𝑣  𝑍𝑡−𝑢  𝑍𝑡−𝑣

∞

𝑣=0

∞

𝑢=0

+ ∑ ∑ ∑ 𝑔𝑢𝑣𝑤

∞

𝑤=0

𝑍𝑡−𝑢  𝑍𝑡−𝑣

∞

𝑣=0

∞

𝑢=0

  𝑍𝑡−𝑤 + ⋯                            … (18) 

الع وم للأنمو ا السابق  إيجاا عناو  تمثل أنمو ا أوساط متحركة غير منتهه وغير خ ه, (18)المعاالة 
 نحصل عل  نفس النتيجة.
  kاللاته غير الي ه)متعاا الحاوا ما الالجة  الانحاالالصفات الإحصائية أنمو ا  أن نستنتج ما  لك 

 ,أي أن اأنمو ا غير مراوح.يعتما عل  ال ما ( والمرتدة اأول
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 [10] طريقة التقريب: 3-4
   :المقترح باستياام التقريب بالمحلية غير الي يةالفقرة الاسة إستقرالية اأنمو ا  اله سنحاول فه

 تتليص ال ريقة بالمراحل الآتية:
 للأنمو ا غير الي ه. المرحلة اأول : إيجاا النقاط المنفراة غير الصفرية 1- 
 : اختدال إستقرالية تلك النق ة باستياام تقنية التقريب الي ية.الثانيةالمرحلة 2-  

 اختدال إستقرالية اولة النهاية ان وجات.  -المرحلة الثالثة: 3-  
 (7)لاينا اأنمو ا المعرف بالمعاالة  كايل

t+Zk)1-t=(a XtX  
 ثم نعمم النتائج:   k=2,3 سنحاول الاسة إستقرالية اأنمو ا عناما

 إيجاد النقطة المنفردة: 3-4-1
  k=2عناما

 أي أن 
 …(19)                                                                                     t+Z(𝑎 𝑋𝑡−1)2=tX  

 نحصل عل   t{ Z {باستياام تعريف النق ة المنفراة وإامال تأثير
𝜉 = 𝑎 𝜉2 ⇒ 𝜉 − 𝑎 𝜉2 = 0 ⇒  𝜉(1 − 𝑎 𝜉) = 0 

              ξ = 0   ;   ξ =
1

a
  

ξن اما النق ة الثابتة الصفرية والنق ة الثابتة اأي أن انالك نق ت =
1

a
   

 :إستقرارية النقطة المنفردة 3-4-2

 تقترب ما النق ة المنفراة ويمكا تمثيلها بالعلاقة  tXأختدال استقرالية النق ة المنفراة , ليكا 

𝑋t = ξ + ξt  وعليه يكون𝑋t−1 = ξ + ξt−1  حية𝜉t  مقاال صغير جاا 
 ( نحصل عل   19) باأنمو اوبالتعويض 

𝜉 + 𝜉𝑡 = 𝑎 ( 𝜉 + 𝜉𝑡−1)2 

𝜉 + 𝜉𝑡 = 𝑎 (𝜉2 + 2𝜉𝜉𝑡−1 + 𝜉𝑡−1
2 ) 

←أن   نفرضصغيرة جاا  𝜉𝑡  بما أن 𝜉t
n  0  لكلn ≥ 2 

 نحصل عل  وبللك 
𝜉𝑡 = 2𝑎𝜉𝜉𝑡−1 

∵  𝜉 =
1

a
 

𝜉𝑡 = 2𝜉𝑡−1                                                                                                       …(20) 

أي أنه (  2يساوي  ةجلل المعاال )أنو  ( تمثل أنمو ا انحاال  اته خ ه ما المرتدة اأول 20المعاالة )
 , وبللك فأن اأنمو ا يمتلك نق ة منفراة غير مراوحة. خالا ن اق اائرة الوحاةيقع 

 شرط إستقرارية دورة النهاية : 3-4-3

 سنحاول فه اله الفقرة إيجاا شروط إستقرالية اولة النهاية )أن وجات( للأنمو ا المقترح واللي صيغته :
t+Z1-tX 1-k)1-t=(a XtX 

 ما خلال القضية الآتية:   (3-4)وبالاعتماا عل  المبرانة 
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 قضية: 3-4-3-1

 ليكا لاينا اأنمو ا 
t+Z1-t) X1-t=(a XtX 

 ا ا تحقق الشرط: (orbitally stable)أن وجات( للأنمو ا أعلاه  تكون مستقرة مااليا) qاولة النهاية بالاولة 
|

𝜉𝑡+𝑞

𝜉𝑡
|<1 

 البراان : 
 بالشكل :  q  ,q>1يمتلك اولة نهاية بالاولة   t+Z1-t) X1-t=(a XtX  نفرض أن اأنمو ا

tX=t+q,…, X t+2, X t+1,XtX 

 واو مسال مغلق ومع ول .
𝑋𝑠عل  مسال قريب ما اولة النهاية يمكا التعبير عنها بمممممممم   sXكل نق ة   +  𝜉𝑠  1,-s=t ,t ;   

𝜉𝑡       وبفرض } tZ {وبإلغاء تأثير
𝑛 ⟶ 0, ∀𝑛 ≥ 2    

 عل  نحصل 
𝑋𝑡 + 𝜉𝑡 = 𝑎(𝑋𝑡−1

2 + 2𝑋𝑡−1 𝜉𝑡−1 + 𝜉𝑡−1
2 ) 

 أي أن 
𝜉𝑡 = (2 𝑎 𝑋𝑡−1) 𝜉𝑡−1 

   t=t+qلتكا 
𝜉𝑡+𝑞 = (2 𝑎 𝑋𝑡+𝑞−1) 𝜉𝑡+𝑞−1 

 ومنها نحصل عل 
𝜉𝑡+𝑞 = (2 𝑎 𝑋𝑡+𝑞−1)(2 𝑎 𝑋𝑡+𝑞−2)(2 𝑎 𝑋𝑡+𝑞−3) ⋯ (2 𝑎 𝑋𝑡)𝜉𝑡 

𝜉𝑡+𝑞 = ∏ (2 𝑎 𝑋𝑡+𝑞−𝑖)
𝑞
𝑖=1  𝜉𝑡 

أي أن اولة النهاية أنمو ا الانحاال اللاته المتعاا الحاوا )ما الالجة الثانية والمرتدة الاول ( يكون غير مراوح 
 ا ا تحقق الشرط اأته: 

|∏(2 𝑎 𝑋𝑡+𝑞−𝑖)

𝑞

𝑖=1

|  < 1 

 t+Z1-tX 2)1-t=(a XtXنحصل عل   k=3عناما 

 -النقطة المنفردة : 1-  

𝜉النق ة الصفرية و  لأنمو ا أعلاه اه تكون النقاط المنفراة ل =
1

𝑎
  , 𝜉 = −

1

𝑎
≠a, حية   0 .  

 -النقطة المنفردة :  إستقرارية2- 

 باستياام نفس الفرضيات السابقة وبتعويض اله الفرضيات باأنمو ا أعلاه نحصل عل   

𝜉𝑡 = 3𝜉𝑡−1                                                                                                      …  (21) 

أي أنه يقع خالا  3( تمثل أنمو ا أنحاال  اته خ ه ما المرتدة اأول  وأن جلل المعاالة =21المعاالة )
 ن اق اائرة الوحاة وبللك فأن اأنمو ا يمتلك نق ة منفراة غير مراوحة . 

 -إستقرارية دورة النهاية :3-  

 باستياام نفس الفرضيات السابقة نحصل عل  
𝑋𝑡 + 𝜉𝑡 = 𝑎2(𝑋𝑡−1

2 + 2𝑋𝑡−1 𝜉𝑡−1 + 𝜉𝑡−1
2 )(𝑋𝑡−1 + 𝜉𝑡−1) 
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 أي أن 
𝜉𝑡 = (3 𝑎2 𝑋𝑡−1

2 ) 𝜉𝑡−1 

  t=t+qلتكا 

𝜉𝑡+𝑞 = ∏(3 𝑎2 𝑋𝑡+𝑞−𝑖
2 )𝜉𝑡

𝑞

𝑖=1

 

وبللك فأن شرط إستقرالية اولة النهاية أنمو ا الانحاال اللاته المتعاا الحاوا )ما الالجة الثالثة والمرتدة 
∏|  الاول ( او (3 𝑎2 𝑋𝑡+𝑞−𝑖

2 )𝑞
𝑖=1 وبصولة عامة عنا اخل أنمو ا اأنحاال اللاته غير الي ه متعاا  1>|

 ( واللي صيغته:kرتدة الاول  والالجة الحاوا ) ما الم
k=1,2,3,…                        t+Zk)1-t=(a XtX 

𝜉 لهلا اأنمو ا اه النق ة الصفرية و النقاط  النقاط المنفردة1-  =  (
1

𝑎
)

𝑘

 ,    k=1,2,… 
 إستقرارية النقاط المنفردة: 2- 

 نحصل عل    k=1,2عناماباستياام الفرضيات الته تم ت بيقها عل  الانمو ا 
𝜉𝑡 = (𝑘)𝜉𝑡−1     ,k=2,3,4,…                                         …  (22) 

أنمو ا  وبهلا فأن  (k))واللي تمثل أنمو ا انحاال  اته خ ه ما المرتدة اأول  )وأن جلل المعاالة او 
( يمتلك نقاط منفراة غير صفرية  kاأنحاال اللاته غير الي ه )متعاا الحاوا ما المرتدة اأول  والالجة 

 وغير مراوحة  
 شرط إستقرارية دورة النهاية :3- 

(  8عل  الانمو ا المعرف بالمعاالة ) k=2,3بالاعتماا عل  المبرانة الته تم استياامها فه الحالات 
 ( واو8تقرالية اولة النهاية)ان وجات( للانمو ا)نحصل عل  شرط اس

|∏ ((𝑘) 𝑎𝑘−1 𝑋𝑡+𝑞−𝑖
𝑘−1 )𝑞

𝑖=1 |<1                                                                           …  (23) 

 وبهلا يتم البراان.
 الاستنتاجات :

تم فه الا الدحة الاسة  الصفات الرياضية والإحصائية أحا نما ا الانحاال اللاته غير الي ه )انمو ا 
 ( وما خلال الالاسة تبيا ما يله : kمتعاا الحاوا ما المرتدة الاول  والالجة 

دايا والتغاير( بعا إيجاا الع وم ب ريقة )التعويض المتعاقب( تبيا ان جميع الع وم المتمثلة )المعال والت1- 
 أي أن اأنمو ا غير مراوح )ما تعريف الاستمرالية (. تعتما عل  ال ما

.إن اأنمو ا يمتلك نقاط منفراة صفرية ونقاط غير صفرية بصيغة  2-  (
1

𝑎
)

𝑘

 
 جميع النقاط المنفراة للأنمو ا بالجات ميتلفة تكون غير مراوحة . 3- 
 لأنمو ا المقترح او شرط استقرالية اولة النهاية )إن وجات( ل 4-

|∏ ((k) ak−1 Xt+q−i
k−1 )

q
i=1 |<1 

q >   .حية1
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