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ABSTRACT 

In this paper, we consider steady incompressible viscous flow in a 

symmetric thin liquid film on an inclined surface with angle  in two 

dimensions with no inertia force. The surface of the film is taken to be real 

that is there is no shear stress on the liquid surface. We found the 

differential equations that govern the flow. We solve these equations 

numerically by using Rang Kutta method. 

Keywords: Flow, thin liquid film, inclined surface, incompressible flow, 

differential equations, Rang Kutta method. 
 

 الجريان اللازمني في غشاء رقيق متناظر على سطح مائل
 

 خضر محمد صالح خضر    جوزيف غانم عبد الأحد 
 كلية العلوم      كلية التربية

 جامعة كركوك     جامعة الموصل 
 05/04/2005تاريخ قبول البحث:     03/10/2004تاريخ استلام البحث: 

 الملخص
زج في الأغشية الرقيقة المتناظرة للسوائل غير القابلة في هذا البحث تمت دراسة الجريان الل

للانضغاط وبانعدام قوى القصور الذاتي وبفرض أن جهد القص على السطح  كوطون صطفراوف وفطي هطذا 
ف وقطد للطت هطذل المعطاد   البحث تمت دراسة الجريان اللازمني عندما كوطون الغشطام مطائلا بزاويطة 

 كوتا العددكةف -بحريقة رنج
  سططططوائل غيططططر القابلططططة للانضططططغاطالسططططح  مائططططل    الأغشططططية الرقيقططططةالجريططططان  ات المفتاحي    ة: الكلم     

 فكوتا-طريقة رنجالتفاضلية  معاد   ال
 Introduction       ( المقدمة 1-1)

( التطي تتوطون عطادة مطه الهطوام وسطائل لطزج مط  Thin filmsتمطت دراسطة الأغشطية الرقيقطة  
( سطابقا دراسطة مستضيضطة ف وان ىلطدى هطذل التط هيرا  هطي نحافطة   surface tensionالشطد السطححي  

 thinness  هططذل الأغشططية والتططي لهططا أهميططة كييططرة فططي كايططر مططه التحييقططا  الصططنا ية ماططل عمليططا )
الحطططططططططلام ف علطططططططططى الطططططططططرغم مطططططططططه العدةطططططططططد مطططططططططه الدراسطططططططططا  فطططططططططي مجطططططططططا  الأغشطططططططططية الرقيقطططططططططة ماطططططططططل 

 Rayleigh,1890  )Mysels, 1959    )Isenperge, 1978  فإنططط    ةوجطططد وصططط  دقيططط )



  خضرجوزيف غانم عبد الأحد و خضر محمد صالح  

 

 

 52 

الشطططططروط    (Abdulahad, 1994)للظططططواهر التطططططي تحططططدي فطططططي هطططططذل الأغشططططية الرقيقطططططة  ى  در  
( الجريططان اللطططزج فطططي Morshed, 1996الدةناميويططة  علطططى  سططحوة الأغشطططية الرقيقططة   كمطططا در   

الموجا  في هذل الأغشية  الجريان المستقر وغير المستقر آخذا با عتبارالرقيقة في لالتي  الأغشية
 عندما توون لزوجة السائل صغيرة جداف

( بدراسطة جريطان الأغشطية B. R. Duffy and S. K. Wilson, 1997كما اهتم كل مطه  
 ,Javierالرقيقة اللزجة للموائ  والتطي كوطون فيهطا الغشطام سطححا لطرا وبوجطود الشطد السطححي ودر   

ذي كوون للشد السححي وللجا بية الت هير في جريان المائ    ( الجريان في الأغشية الرقيقة وال2000
وباستخدام نظرية التزييتف وفي بحانا هذا سوف نتحرق ىلى دراسة الجريان اللزج في الأغشية الرقيقة 

وبإهمطا  تط هير قطوى القصطور الطذاتي وباعتبطار ان السطح    كمتلط  أي جهطد  السائلة والمائلة بزاوية 
 مفقص على سح  الغشا

 
    Equations that Govern the Flow   المعادلات التي تحكم الجريان(1-2)

لوص  الجريان ن خذ الإلداهيا  الوارتيزية 
−

x   و
−

y  ليث ان الإلطداهي
−

x  هطو ألطداهي

المتنطاظر وان الجريطان كوطون باتجطال الإلطداهي 
−

x  والطذي كميطل بزاويطة  عطه الإلطداهي الوطارتيزيx  

وان الإلداهي 
−

y   ى  أن للتعجيطل الأرضطي 1-1كوون عمودكا علي  وكما موضط  بالشطول )g   تط هيراو
كييططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططراو فططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططي الجريططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططططان
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نفرض أن  
−

u  و
−

v     هي مركبا  السرعة في ا تجاهيه
−

x  و
−

y      على الترتيب
−

P 
 كمال الضغط ولتوه معادلة السح  الحر للغشام بالصيغة الأتية : 









=

−−−−

txhy ,         …(1-2) 

 سوف نحصر اهتمامنا بالحالة التي كوون فيها :

1




−

−

x

h  

على المجا   
−

x ف 

 ( المقح  المستعرض لغشام متناظر المائل بزاوية 1-1الشول  

y 

x 
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 وبهذا كموه ىهما  الحد         مه معادلة ا نحنام  والذي ل  الصيغة :
 

2

3
2

2

2

x

h
1

x

h

k


























+





=
      …(2-2) 

 

2

2

x

h
k

−

−




=

       …(3.2) 

وإن معادلة الزخم الحولي باتجال 
−

x تية :لها الصيغة الأ 
 

x2

22

2

2

g
z

u

y

u

x

u

x

p

z

u
w

y

u
v

x

u
u

t

u
+


















+




+




+




−=












+




+




+






  …(4-2) 

 
 وباستخدام نظرية التزييت تصب  بالصيغة الأتية :

( ) sin
2

2

g

x

u

x

P
+




=





−

−

−

−

    …(5-2) 

 وإن معادلة الزخم العرضي باتجال
−

y  : لها الصيغة التالية 

y2

22

2

2

g
z

v

y

v

x

v

y

p

z

v
w

y

v
v

x

v
u

t

v
+


















+




+




+




−=
















+




+




+






  ...(6-2) 

 
بعد التوامل  vبالنسبة لط     وباشتقاق  9)-(2معادلة وباستخدام نظرية التزييت وبتوامل ال 

 نحصل على المعادلة الأتية :   xمرتيه بالنسبة لط  

( ) cos
3

3

g

x

u
y

y

p
−




−=





−

−
−

−

−

      …(7-2) 

 كمال التعجيل الأرضيف   gكمال الواافة    كمال اللزوجة    ليث أن : 

y

2




















−

−

x

h 

 يغة الأتية:ى  تصب  بالص
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 ية لها الصيغة الأتية:وإن معادلة ا ستمرار 

0=



+




+




−

−

−

−

z

w

y

v

x

u      …(8-2) 

وبما أن الجريان باتجال الإلداهييه   
−

x   و
−

y    تصب  بالصيغة الأتية :  ( 8–  2فإن 

0=




+




−

−

−

−

y

v

x

u
       …(9-2) 

 وإن الجريان غير قابل للإنضغاطف
 
  Boundary Conditions     ة ( الشروط الحدودي3-3)

 شرط ىجهاد القص   المماسي ( على السح  الحر للغشام   1.
Tangential stress condition at free surface 

 

0s

y

u
=




















=

−

−

    …(1-3) 

 كمال سح  الغشام الحر ف sليث 
 

  Normal – stress condition    شرط الإجهاد العمودي   2.
( )kw −= ~       …(2 - 3) 

 كمال الشد السححي ف  ليث أن : 
 نحصل على ما ك تي: (2.3( في  3.2وبتعويض المعادلة  

2

2
~

−

−




=

x

h
w        …(3-3) 

 كما كموه ىعحام مركبة الإجهاد العمودي  بصيغة أخرى( وهي: 

s

y

v
Pw




















+−=

−

−
−

2~       …(4-3) 

 على ما ك تي: ( نحصل4.3( و   3.3ومه المعادلتيه  
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2

2

s x

h

y

v
2P

−

−

−

−
−




=


















+−     …(5-3) 

 ( بالصيغة الأتية:2–9ويموه كتابة المعادلة  

ss
x

u

y

v




















−=




















−

−

−

−

        …(6-3) 

 ( وبعد الترتيب نحصل على ماك تي:3 - 5( في  3 - 6وبتعويض  

−

−

−

−
−




−




−=

x

u

x

h
P  2

2

2

                      …(7 - 3) 

 الجسيم على السطح الحر شرط المشتقة التي تتبع  3.
  Material derivative at free surface condition  

 
)مه معادلة سح  الغشام  )txhy ,

−−

 فإن :   =

( ) ( ) 0,,, =−=
−−

txhytyxF  
 وباستخدام المؤهر 

y
v

x
u

ttD

D




+




+




=  

 نحصل على ما ك تي:

0=




+




+




=

−

−

−

−

−

y

F
v

x

F
u

t

F

Dt

DF
    on  hy =  

 أو

0=




+




+




−

−

−

−

−

−

−

x

u
h

x

h
u

t

h  

 

 أو
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0)( =



+



 −

−

−

hu
x

t

h  

 وفي لالة الجريان اللازمني تصب  بالصيغة الأتية: 

0)hu(
x

=


 −

        …(8-3) 

 
 ( الإشتقاقات والتكاملات اللازمة لإيجاد المعادلة التي تحكم الجريان :3-4)

بالنسبة لط  (7-3نشت  المعادلة  
−

x  :فنحصل على ما ك تي 

2

2

3

3

2
−

−

−

−

−

−




−




−=





x

u

x

h

x

P
                               …(1 - 4) 

 ( نحصل على ما ك تي : 4-1( و  2 - 5ومه المعادلتيه  

( ) sin2
2

2

2

2

3

3

g

x

u

x

u

x

h
+




=




−




−

−

−

−

−

−

−

    

 أو

( ) 0sin3
2

2

3

3

=−




−




−

−

−

−

−

 g

x

u

x

h  

 أو

( ) 0sin3
2

2

3

3

=+




+





−

−

−

−

 g

x

u

x

h    …(2-4) 

( مرتيه بالنسبة لط   2- 4نوامل المعادلة  
−

x :فنحصل على ما ك تي       

( ) Axsing

x

u
3

x

h
2

2

=+




+






−

−

−

−

−

    …(3-4) 

 و
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( ) RxAxsing
2

1
u3

x

h
2

+=++






−−−

−

−

 

 هوابت التوامل ف  A,Rليث أن 
 أو

( )


+


=



+




+



 −−

−−

−

R
x

A
xsin

g

2

1

h

Q3

x

h
2

            …(4.4) 

( فان  8- 3ومه توامل المعادلة  
−−

= huQ  ليث انQ   كمال التصريف ف 
 
  اللابعدية  ( المتغيرات 3.5)

Non – Dimensional variables  


















=


















=

−

−

5
1

22

5
1

2

33

g

Q
x

f
g

Q
h

 

 ( ن خذ الحالتيه الآتيتيه : 4 - 4الآن لحل المعادلة   
 ( فتصب  بالصيغة الآتية:4 - 4في المعادلة   A0و  R=0الحالة الأولى : نفرض ان  

 

( )
−−

−−

−


=




+




+




x

A
xsin

g

2

1

h

Q3

x

h
2

           ...(2-5) 

 ( نحصل على : 5 - 2( في  5 - 1وبتعويض  




















=++ − 5
1

33

21

Qg

1
Asin

2

1
f3f     …(3–5) 

ل  البعد   Aليث ىن الاابت 
5

1
33

Qg 












  

 ( بالصيغة الآتية:3.5ويموه كتابة المعادلة  

...(1-5) 
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( ) =++ −
1

21 ksin
2

1
f3f      …(4-5) 

5ليث ىن 
1

331
Qg

1
Ak
















 هابت   بعدي ف =

يططة و جططل الحصططو  علططى هططذل الشططروط ( نحتططاج الططى شططروط ابتدائ5 - 4ولحططل المعادلططة  
fنفرض أن المشتقة الأولى    توون مساوية للصطفر وهطذا كعحينطا المحطل الهندسطي للنقطاط التطي توطون

0fعندها المشتقة  =   بالصيغة الآتية: 4- 5وبهذا تصب  المعادلة ) 

( ) =+−
1

21 ksin
2

1
f3  

 أو

( ) −

−
=

1
2 ksin

2

1

3
f       …(5 - 5) 

 
 ( وباسطتخدام 5 - 4( نحصطل علطى الشطروط ا بتدائيطة لحطل المعادلطة  5 - 5ومطه المعادلطة  

ططططط   باسطططططتخدام طريقطططططة رنطططططج كوتطططططا مطططططه الرتبطططططة الرابعطططططة نحصطططططل علطططططى النتطططططائج  MATLABبرنطططططامج الط
ب وكمططا ْ  بالترتيطط 90ْ    30ت خططذ المططيم   وان  11k=( عنططدما  4– 5والحلططو  العددكططة للمعادلططة  

 ف(5-1)موض  في الشول 
 



  خضرجوزيف غانم عبد الأحد و خضر محمد صالح  

 

 

 60 

 = 90o 

f 

 

 = 30o 

f 

 

 (5-4)( للمعادلة  , f( : كمال منحنيا  الحلو  في المستوي  5-1الشول  
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 ( فتصب  بالصيغة الآتية: 4.4في المعادلة   R0و   A=0الحالة الاانية : نفرض ىن 

( )


=



+




+



 −

−−

−

R
xsin

g

2

1

h

Q3

x

h
2

             …(6-5) 

 ( نحصل على ما ك تي:5 - 6( في  5 - 1وبتعويض  

( )





















=++
−

−

5
2

5
1

5
1

5
3

5
2

21

Qg

1R
sin

2

1
f3f

 

 أو

5
1

222

21

Qg

1
Bsin

2

1
f3f



















=++ −     ...(7 - 5) 

ل  البعد  Rىن ليث 
5

1
222









Qg    

 ( بالصيغة الآتية:5 - 7ويموه كتابة المعادلة  
( ) 2

21 ksin
2

1
f3f =++ −        …(8-5)  

5ليث ىن   
1

2222

Qg

1
Bk



















 هابت   بعدي ف  =

 

( نحتطاج الطى شطروط ابتدائيطة ولأجطل الحصطو  علطى هطذل الشطروط نتبطط  5-8ولحطل المعادلطة  
 ( بالصيغة الآتية:5 - 8( فتصب  المعادلة  5 - 4كورة لحل المعادلة  نفس الحريقة المذ

( ) 2
21 ksin

2

1
f3 =+−  

 أو

( ) 2
2 ksin

2

1

3
f

−

−
=

     …(9 - 5) 

( وباسططتخدام 5 - 8( نحصططل علططى الشططروط ا بتدائيططة لحططل المعادلططة  5-9ومططه المعادلططة  
النتطططائج والحلطططو  العددكطططة  بحريقطططة رنطططج كوتطططا مطططه الرتبطططة الرابعطططة نحصطططل علطططى MATLABبرنطططامج 
 (ف  2– 5وكما موض  في الشول   k o , 90o=  30 ,2 1=( عندما  8- 5للمعادلة  
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 = 30o 

f 

 

 (5 - 8( للمعادلة     f  ( منحنيا  الحلو  في المستوي  5 -2الشول  

o= 90  

f 

 
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 فQ=1لإكجاد سم  الغشام لبعض السوائل المعروفة نستخدم الجدو  الأتي وبفرض أن التصريف 
 كمال قيم الاوابت لبعض السوائل  (5 - 1)الجدو  

 الصيغة الجزئية السائل 
310  

N.sec/m2 

×10-3 

Kg/m3 

×103 
N/m 

g×102 

m/sec2 

 C3H8O3 1.49 1.26 63.4 980 الوليسريه

 H2O 1 1 72.7 980 المام

 Hg 1.55 13.6 435 980 الزئي 

راب  كلوريد 
 الواربون 

CCl4 0.97 1.6 27 980 

 
  
 
 

 ةييه سم  الأغشية لول مه الوليسريه والمام والزئي  وراب  كلوريد الواربون  (5 - 3والشول  

 كليسريه

210* −
−

h 

 ( 5 - 3الشول  
 

 زئي 

راب  كلوريد  مام
 الواربون 

  2 10 *
 −

 − x
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 Conclusions( الاستنتاجات  1-6)
الجريططان اللازمنططي فططي غشططام رقيطط  متنططاظر علططى سططح  مائططل  فططي هططذا البحططث تمططت دراسططة

بزاويططة مططا وفططي نظططام هنططائي البعططد بعططد ىهمططا  قططوى القصططور الططذاتي و جهططد القططص علططى سططح  الغشططام 
( ب ن المنحنيا  تيدأ بالميلان باتجال اليميه بينما باتجال اليسار توطون 5-4وتييه مه الحلو  للمعادلة 

)محا كطططة للدالطططة   ) 2Af =   عنطططدما- → ζ    بينمطططا المنحنيطططا  توطططون اكاطططر تموجطططا  لسطططم
 فوتزداد هذل التموجا  كلما ازداد  قيم   (5-8)الغشام في المعادلة 
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