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ABSTRACT 

In this research, we have studied of the motion of satellite orbits and rotation 

around the earth and that are subject to the laws of kepler and relationships associated 

with this motion, such as changing angular and circular time league and the 

gravitational constant, etc. In the case of circular orbits of Earth satellites. As 

compounds are calculated position vector zyx ,,  and vector velocity compounds zyx  ,,  

any time t  satellite orbiting the earth geocentric spherical coordinates  ,,r  . It was a 

study tracks and various forms taken by this motion in both cases using the language 

(Matlab). Were also study the stability of the motion of satellites using chetayev method 

assisted integrals were finding the conditions stabiliting motion.   
Keywords: The motion orbit, Satellite, Lagrange, Stability, Kepler Laws. 

 دراسة استقرارية حركة مدارات الاقمار الاصطناعية حول الأرض
 مروة خالد فتحي ثائر يونس ذنون 

 جامعة الموصل ، كلية علوم الحاسوب والرياضيات
  30/01/2013تاريخ قبول البحث:                                       17/09/2012تاريخ استلام البحث:

 الملخص
في هذا البحث تمت  رااستة كر تة متتااات ار متاا ارصت واوية ورواال تا كتوا ايات واللتي تينت  ل توال   

مرتب تتة ذ تتذح الحر تتة مرتتل تع تتر الرتترعة التااريتتة والتت م  التتتوا. وخاذتت  ال ا ذيتتة   ال  فتتي كالتتة كبلتتر والعا تتات ال
zyxالمتااات التاارية ي ماا ايات   ما يلم كراب مر بات مل ه الموض   zyxومر بات مل ته الرترعة  ,,  ,, 

متتر اصتت واعي يتتتوا كتتوا ايات اا كتتاخيات الُرويتتة الم ر تت  ا اضتتية ل  tعوتت ي. ممتت   ,,r وتمتت  رااستتة  
   متا تمتت  رااستتة ((Matlabالمرتااات وايكتت اا الميللاتة اللتتي تليتتذها هتذح الحر تتة فتي الحتتالل   ااستتليتام لعتة التتت 

امرتتتاعتل اللُتتامات وتتتتم وط تتار كتتترو  استتتل رااية  استتل رااية كر تتتة ار متتاا ارصتتت واوية ااستتليتام فري تتتة ج لتتايي 
 الحر ة 

 : كر ة المتاا، ال مر ارص واعي، ركرالج، ارسل رااية،  وال    بلر كلمات المفتاحيةال

 المقدمة ومنهجية البحث: -1

تتتم ت تمتتته الرياضتتتي كتتت  ا  م متتتا  عتتت  م ريتتتات الُتتتوح وستتتلو ه  لتتتم طتتت ا ا لرتتتاح متتت  اتتتاا كنتتتاااته العتتتاذرل اً
وارخه المر رل ور ك  ا  اري ا  جتا   فاكلشافه لبعض هذح المظاهر وايسراا الُولية ر يرج  ور ولى ع ت  ريب جتا  وك

 بتل ليت  وخاختة  تروح ف ت   لت  اانتل عتالم   التت ل متا اللتااي    ترم م  تتل وعظيمتة لمتا وضتعاح مت      ولى ما
 [1] وال   اك ما ف  ا اواا  هذا الُوح وسلو ه هما   

 (1630-1571)جوهالس  بلر  1-

 (1727-1643)وسحاق ل وت   2-
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  والتتو م لتتهلل تتم ل )مرتتل كمرتتوا( ويجرتتام ترتتمى لالُواكتتب الرتتياالل تتتتوا كو   تلر تتب لالموظومتتة الشمرتتيةل متت 
  ويم ت  فنتا   تا يح تع رته، فتي كت   يح الُواكتب رتبعتث ضتوءا ولُت  طم ول ع  جرم يبعث ضوءح اليتا وباا 

، ، علتتى ستتب ل المرتتاالايتبتتا.ل  فتتي موظوملوتتا الشمرتتية ور يجرتتام ياتترم تتتتوا كتتوا الُواكتتب وترتتمىعلتتى  لتت  وجتت 
، فنتتا  عتت   لتت  توجتتت ليتبتتا. ا ستتيااا يتتتوا كتتوا الشتتمس، وهتتذح ذتتتواها تُتتوح  و بتت ط تتوح لال متترل هتتو تتتاا  ايات

    [2]صواويةل م  صو  ا لراح ، طم و ا يح تتوا كوا الُواكب يو ي مااها
، فتتي متتتاا  و تتب ستتياا، واكتتب يو ال متتر ارصتت واعي لمتتتااال  البعتتت ايكبتتر والبعتتت ايصتتعرى مرتتاا الُطرتتم

   متتتا يح البعتتتتي  ايكبتتتر يضل علتتتى اللرت تتتبمتتت  الشتتتمس اللتتتي يتتتتوا كول تتتا طرتتتمياح لل  تتتة التتتري ل ولل  تتتة الحنتتت 
حنتتتتتيضل لل متتتتتر لل  تتتتتة الوايصتتتتتعر فتتتتتي مرتتتتتاا  متتتتتر اصتتتتت واعي يتتتتتتوا كتتتتتوا  و تتتتتب طرتتتتتمياح لل  تتتتتة ايو ل و

، وفتي اعتض روال  املة ترمى لال م  التتوا.ل ، والالرل ال موية اللي طرلعر  ا جرم على متااح في عملارص واعي
ايكياح ترمى لالت م  التتوا. الالُتيل و لت  للم  ت ح عت  ايممتاح التوايتة اياترم مرتل الت م  التتوا. لحر تة ايات 

  [8].كوا محواها     ال  
ريوامي يتتة اي متتاا ارصتت واوية فتتي متتتااات ا ط تتب يح لل تترق التتى ال تتوال   اللتتي تح تتم كر تتة ال متتر  ولمعرفتتة       

ارصتت واعي فتتي متتتااح كتتوا ايات   وهتتذح ال تتوال   ت ينتت  كر تتة اي متتاا ارصتت واوية كتتوا ايات ولتتى  تتوال   
 كبلر ول وت       

تتتتم  [10] ورواال تتتا كتتتوا ايات فمتتترا فتتتيهوالتتت  الُر تتتر متتت  التااستتتات كتتتوا كر تتتة اي متتتاا ارصتتت واوية 
استتلولا  معتتاررت كر تتة اي متتاا ارصتت واوية ااستتليتام معتتاررت ركتترالج وتمتت  رااستتة المتتتااات الوات تتة متت  هتتذح 

على اك اا هذح الحر ة ا  تمت  موا شتة  وت خ رهااللي تحتث ل ذح الحر ة  وا معاجاتالحر ة ااسليتام  وال    بلر 
 لي ية وً ر الي ية هذح اللاخ رات ا
-synchronization and anti) تتتم اللحتتر. عتت  ستتلوت )مرتتتااات( اللتت ام  واللتت ام  المنتتار [9]وفتتي 

synchronization خوتتت   متتت  اي متتتاا ارصتتت واوية  ات المتتتتااات متتت  كتتت ل ال  تتت  الم تتتاف  و لتتت  ااستتتليتام  )
   ا  تتتم Routh-Hurwitzرااية ل بتتالوو ومايتتا  الشتترو  ارذلتاايتتة واستتليتام ت ويتتة الرتتي رل المعلمتتتل علتتى استتل 

 اسليتام معارلة كر ة ال مر ارص واعي كوا ايات م  الش ل:

02sin)(32
3
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ملماختتل والتتذ. ميتته مر تت  الُللتتة تلحتترت امتتتاا رااتتر. ا  ف تتت تمتت  رااستتة كر تتة  متتر اصتت واعي  [5]يمتتا فتتي 

تمتت  رااستتة استتل رااية كر تتة المتتتاا للحر تتة التوايتتة المرتتلوية لل متتر ارصتت واعي كتتوا مر تت ح ااستتليتام ارستتلوب 
 واللي ل ا الصيعة الآتية: (Hamiltonian) ال بيعي لللحل ات ً ر الي ية ل امللوح 
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)20(ويح   AC /= وBA علتتتتتى  xo,yo,zoهتتتتتو عتتتتت م ال صتتتتتوا التتتتتذاتي الم اذتتتتتل للمحتتتتتواCو  =
 اللوالي 

 المدارات الدائرية لأقمار الأرض: -2

( لل متر unperturbed circular motion) شوكتةمالستولواوا فتي هتذا البتاب رااستة الحر تة التااريتة ً تر 
و يات تلحترت فتي متتااات رااريتة لتأ (Artificial satellites ماا ارصت واوية )ح  ر را م  ايي ا ارص واعي 

  ريبة جتا م  التاارية 
 :[12]تيةفلراضات المبر ة ايالرت ايلات  ماا ارص واوية لألأ شوكةمالالحر ة التاارية ً ر في معال ة 

  سلتاالات  رل  املة ايح ايي -1
  ات هي ال ول الوك تل المؤخر على ال مر ارص واعيح  ول جذب ايي -2
تع تى   gات وقيمل تا  ايلتى مر ت و مل ته( راامتا The gravitational acceleration) ع لتة ال ا ذيتة -3

 م   الوح ل وت  االمعارلة:

2r
g


=              …(1) 

 هي : وات اعت ال مر ارص واعي ع  مر   اي rك ث 
GM=            …(2) 

   ات للة اي Mلعام وذب اخاذ  ال هي  Gلر ال ا ذية اراضية ووهي تمرل ااام
( رذتتت واح طنتتم  كر تتة رااريتتة  متت  ارفلتترات The initial velocityالرتترعة ارذلتاايتتة ) وات تتاحم تتتاا  -4

 هي : cvتاارية ح الررعة الا ل ت )1(ة الرالي والمعارل

r
vc


=            …(3) 

 The meanترتتمى الحر تتة الملوستت ة ) ( وهتتي متتاThe angular velocity) nالرتترعة ال اويتتة  ويح

motion في علم المي الي ا المتااية ترتب  االررعة التاارية )cv [7] االمعارلة : 
nrvc =            …(4) 

لل متتر ارصتت واعي وهتتو التت م  التتذ. طرتتلعر ه ال متتر ارصتت واعي لعمتتل روال  املتتة  p التت م  التتتوا. كتتذل  
  االمعارلة: ات طع ىكوا اي

cv

r
p

2
=            …(5) 

 وال طم   الحصوا عليه م  الحر ة الملوس ةح مم  التيوياكظ 

n
p

2
=            …(6) 

 ل ت اح: )4(, )3(م  المعارلل   
=32rn           …(7) 

المعارلتة  ت(  وتعت kepler law)  بلتر ل تالوح  صتيعةوهذح معارلة مش وال جتا فتي علتم المي الي تا الانتااية وتعترو  
 ت ريبا ج تا جتا للعا ة اللامة: )7(
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)(32 mMGrn +=           …(8) 

 )8(ات  المعارلتة ي ا ما  وال  ا للة اوهمال ا و طم    mح  للة ال مر ارص واعي يوالل ريب لاتج م  افلرات 
 ا متتا اعلبرلتتا وفتتاق  ح هتتذا الل ريتتب ر يتتؤخر علتتى ايوفبيعيتتا  هتتى الصتتوال اللامتتة ل تتالوح  بلتتر للمتتتااات التااريتتة 

صتتحيحة   )7( ح المعارلتتةإات  وعليتته فتت  تتل  ر تترا جتتتا متت   للتتة اييح  لللتته يريوامي تتا ال متتر ارصتت واعي ك تتث 
 :االصيعة الآتية )8(يب لُلب المعارلة لل  يم هذا الل ر 








+=

M

m
GMrn 132  

Mmح الورتبة إفت   ا  الت   للتة ال متر فوتا واكتتا  ووعلى سب ل المرتاا    وهتذا هتو الي ت  −2210تصتب  مت  الرتبتة  /
Mmهماا الحت و الواك  م   / [11]  

 ات ًالبتا  ح ااتاا. ال متر فتوق ست   اييرا وا ي ا ما وح المعاررت الراا ة طم   تعتيل ا يح لذ ر يط تا ذوا 
 ات وهذح العا ة هي:م  مر   اي rما طع ى ولير  المرافة 

hRr E +=                     …(9) 

 ات ااتاا. ال مر فوق س   اي hات، وملوس  لصف   ر اي ERك ث 
لوكتتل الُلتل ل متر يتتوا فتي متتاا   Q(The total mechanical energy) ال ا تة المي الي يتة الُليتةيح 

 :[6]هى ر  ها م  م rات على اعت راارم كوا اي









−=+=

rR
QQQ

E
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11
                 …(10) 

( لوكتل Potential energy( وفا ة الوض  )Kinetic energy)هما على اللرت ب فا ة الحر ة  pQو kQويح 
 :[4]الُلل ك ث 

r
vQ ck

22

1 2 
==                    …(11) 

 
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


−==

r

R E

p

E
rR

dr
r

Q
11

2



                  …(12) 

فتتإح ال ا تتة الُليتتة لل متتر ارصتت واعي  →rعوتتتما  هل تتت يلتت  )4(والمعارلتتة  )10(متت  المعارلتتة  :هوياكتتظ يلتت 
ERQتؤوا ولى قيمة خاذلة هى  /= عوتما  وعليه→r  فإح فا ة ال متر ارصت واعي الُليتة تصتب  فا تة

 وض  ف   
وخاذتت   Qوال ا تتة الُليتتة  pوالتت م  التتتوا.  cv( كرتتاب تع تتر  تتل متت  الرتترعة التااريتتة 1)طمرتتل ال تتتوا 

عت  ست   ايات ل متر اصت واعي  hل مر اص واعي لالترت يح ااتااعته  nوالررعة ال اوية  Gال ا ذية العام 
 . يتوا كول ا في متاا راار 

 ( 1ال توا )
h  G  Q  Cv  P  n  

0 8.1076e+012 -1.2712e+009 7.9053 5.0694e+003 0.0012 

5000 2.5802e+013 -2.2677e+009 5.9188 1.2079e+004 5.2019e-004 

10000 5.3461e+013 -3.2642e+009 4.9333 2.0860e+004 3.0121e-004 

15000 9.1085e+013 -4.2606e+009 4.3180 3.1108e+004 2.0198e-004 
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20000 1.3867e+014 -5.2571e+009 3.8873 4.2636e+004 1.4737e-004 

25000 1.9623e+014 -6.2536e+009 3.5641 5.5316e+004 1.1359e-004 

30000 2.6375e+014 -7.2501e+009 3.3101 6.9051e+004 9.0993e-005 

35000 3.4123e+014 -8.2466e+009 3.1037 8.3766e+004 7.5009e-005 

 Gتتتتم الحصتتتوا علتتتى اركتتت اا اللاليتتتة اللتتتي تمرتتتل تع تتترا  خاذلتتتا  فتتتي ال ا ذيتتتة العامتتتة  Matlabااستتتليتام لعتتتة 
ل متر  hعلتى اللتوالي مت  اراتاتا.  nوالرترعة ال اويتة  Pوالت م  التتوا.  Cvوالرترعة التااريتة  Qوال ا ة الُلية 

 اص واعي يتوا كوا ايات في متاا راار. 
 

  
 hم  اراتاا.  Gتع ر خاذ  ال ا ذية العام 

 

 hم  اراتاا.  Qتع ر ال ا ة الُلية 
 

  
 hم  اراتاا.  pتع ر ال م  التوا.  hم  اراتاا.  cvتع ر الررعة التاارية  

  

 

 

 hم  اراتاا.   nتع ر الررعة ال اوية          
 



 ثائر يونس ذنون ومروة خالد فتحي 
 

 

148 

 (Geocentric spherical coordinatesالإحداثيات الكروية المُركز بأرضية ) -3

 اضية ذراخة وكتاخيات هم:يلحتر موض  ال مر ارص واعي في ا كتاخيات الُروية الم ر   ا 
•r:  اعت ال مر ع  مر   ايات 
•:    الم ل  المرلايم وهو ال اوية ذ   اليo  م  مر   ايات ولى ل  ة ارعلتاا الربيعي  ومرلوم

 الشرق  ات احفي واعي  وت ا  م  ال واا الماا اال مر ارص 
•: الم ل (declination   وهو ال اوية ذ   الي )oD وي ا  موجبا  و ا و    ومرلوم ارسلواء اياضي  

   تحلهارص واعي ال مر ارص واعي فوق راارل ارسلواء اياضي وي ا  سالبا و ا و   ال مر 
( كرتتاب ا كتتتاخيات الُرويتتة الم ر تت  ا اضتتية 2طمرتتل ال تتتوا ) ,,r  و تتذل  معتتترت اللع تتر ,  عوتتت

البعتت عت   rالم تل, ايم ,الم ل  المرل ل مر اص واعي يتوا كوا ايات في متاا راار. ك ث  tي. مم  
 مر   ايات 

 ( 2ال توا )
h  t  

0i  
0  r          

500 1.5 30 60 6.8781e+003 3.4510 0.0022 9.4477e-008 -6.0515e-007 

1000 2 100 35 7.3781e+003 3.5825 9.0405e-004 4.2789e-007 -2.5126e-007 

1326 12 70 200 7.7041e+003 5.2203 -0.0012 2.7603e-007 3.3730e-007 

2000 4.2 175 300 8.3781e+003 4.6896 9.7626e-004 2.282e-007 -2.7150e-007 

 

 ا اضيةكتاخي الُرو. الم ر   تم الحصوا على ارك اا اللالية اللي تمرل كراب ا  Matlabااسليتام لعة  
 متتت  معتتتترت اللع تتتر  ,   ل متتتر اصتتت واعي يتتتتوا كتتتوا ايات فتتتي متتتتاا tعلتتتى اللتتتوالي عوتتتت ي. ممتتت   ,

  راار. 

  

م   كراب ا كتاخي الُرو. الم ر   ا اضية 
 tعوت ي. مم    معترت اللع ر 

م   كراب ا كتاخي الُرو. الم ر   ا اضية 
 tعوت ي. مم    معترت اللع ر 

),,(الموض  مل هكراب مر بات ( 3طمرل ال توا ) zyx الرترعة مل تهو مر بات),,( zyx    عوتت ام ممت
t  يتوا كوا ايات في متاا راار. و ل  م  عواصر متااح   ياص واعل مر 
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 ( 3ال توا )
h  t  i    x  y  z  x  y  z  

560 1.5 43 62 -1.2688e+003 5.4531e+003 -4.0978e+003 -5.8148 1.9830 -4.4767 

1150 2 110 15 7.0122e+003 -2.7369e+003 -109.8634 -2.6392 -6.7742 -0.1062 

2151 12 80 195 -8.0833e+003 -1.5648e+003 2.2265e+0003 1.5920 1.1044 1.7846 

2222 4.2 170 320 -8.4406e+003 1.4026e+003 -867.1408 -0.8264 -6.3692 -0.6864 

 

تتتتم الحصتتتوا علتتتى اركتتت اا اللاليتتتة اللتتتي تمرتتتل كرتتتاب مر بتتتات مل  تتتات الموضتتت   Matlabااستتتليتام لعتتتة 
zyx zyxم  مر بات مل  ات الررعة   ,,  ل متر اصت واعي يتتوا كتوا ايات  tعلى اللوالي عوتت ي. ممت   ,,

 في متاا راار. 

  
 مل هم  مر بات  xالموض   مل هكراب مر بات 

 tعوت ام مم   xالررعة  

 مل هم  مر بات  yالموض   مل هكراب مر بات 
 tعوت ام مم    y  الررعة

 

 

م  مر بات  zالموض   مل هكراب مر بات 
 tعوت ام مم    z  الررعة مل ه

 

 
 

),,(الموضت  مل ته( كرتاب مر بتات 4طمرل ال توا) zyx الرترعة  مل تهو مر بتات),,( zyx  عوتت ام ممت  
t  الُرويتتتة  هل متتتر اصتتت واعي يتتتتوا كتتتوا ايات فتتتي متتتتاا رااتتتر. و لتتت  متتت  اكتاخياتتتت ,,r  ومعتتتترت اللع تتتر
 ,  ك ثr اعت ال مر ع  مر   ايات و  اللرت ب الم ل  المرلايم والم ل على  ,

 ( 4ال توا )
h          x  y  z  x  y  z  

24196.

1 
306.129 7.3054 0.323341 

0.248

925 

-

2.7961e+0

03 

-

1.5697e+0

04 

2.6088e

+004 

6.2142e+00

3 

5.4892e+0

03 

3.9688e+0

03 
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95523.

3 
350.784 1.87102 

0.059354

5 

0.030

5397 

-

1.4353e+0

04 

2.6498e+0

04 

9.7343e

+004 

-

2.9887e+00

3 

1.7621e+0

03 
-920.3355 

3839.4

8 
212.348 69.5159 5.95582 

0.268

41 

2.6946e+0

03 

-

9.0135e+0

03 

3.9870e

+003 

5.3376e+00

4 

1.7074e+0

03 

2.5251e+0

03 

72563.

2 
297.906 4.66184 0.031017 

0.092

8438 

3.4102e+0

03 

-

2.0688e+0

33 

-

7.8841e

+004 

-

6.1941e+00

3 

3.9024e+0

03 
-370.3265 

65101.

7 
8.04178 1.18924 

0.083309

3 

0.077

2065 

-

4.9692+00

3 

2.6149e+0

04 

6.6339e

+004 

-

1.2222e+00

3 

-

5.4458e+0

03 

2.0550e+0

03 

 

تتتتم الحصتتتوا علتتتى اركتتت اا اللاليتتتة اللتتتي تمرتتتل كرتتتاب مر بتتتات مل  تتتات الموضتتت   Matlabااستتتليتام لعتتتة 
zyx zyxومر بات مل  ات الررعة  ,,  ل متر اصت واعي يتتوا كتوا ايات فتي  tعلى اللوالي عوت ي. ممت   ,,

متاا راار. و ل  م  اكتاخياته الُروية  ,,r  ومعترت اللع ر  ,  

  
 مل همر بات و  xالموض   مل هكراب مر بات 

 tعوت ام مم   xالررعة 
 مل هومر بات  yالموض   مل هكراب مر بات 

 tعوت ام مم    yالررعة 

 
 مل هات ومر ب zالموض   مل هكراب مر بات 

 tعوت ام مم   zالررعة 

 دراسة استقرارية حركة الاقمار الاصطناعية: -4

 المعادلة العامة للحركة:

  ط ار المعارلة العامة للحر ة ط ب يح تلح ق اعض الشرو  وهي اموجب  الوح ل وت  الرالي:

2

0

2

0
r

m
wmr


=  

=3

0

2rw  
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constant==w  

 هو لصف ال  ر للمتاا الراذ  لل مر ارص واعي    0rهي الررعة ال اوية لل مر ارص واعي و  wك ث   
 : [3] اما يح

 فا ة الحر ة 
)cos(

2

222222   rrr
m

T ++=                   …(13) 

 فا ة الوض  

r

m
E −=                   …(14) 

 ااسليتام  الوح ركرالج م  الوو. الرالي )يو ما طرمى معاررت ركرالج في ا كتاخيات المرل لة( 
 معارلة عامة

ijj q

E

q

T

I

T

dt

d




−=




−




                   …(15) 

),,(ك ث  rq j = 
 : )14(و )13(فواكظ م  المعارلة  rلن  يور المعارلة للمحوا 

rm
r

T

dt

d
rm

r

T






=




=



 

 كذل :
222 cos   mrmr

r

T
+=




 

2r

m

r

E 
=



 

 االش ل: )15(( فلصب  المعارلة rعليه لُلب معارلة ركرالج م  الوو. الرالي كرب المع يات )االوربة لت 

r

E

r

T

r

T

dt

d




−=




−






 

 لعوت:

2

222 cos
r

m
mrmrrm  −=−−   

 وباسليتام اللع  ر: mاال رمة على 
xrr += 0 
yw += 

 لحصل على:

2

0

22

0

2

0
)(

)(cos)()(
xr

ywxrxrx
+

−=++−+−


                …(16) 

 هي اال ري ة لار ا لاكظ معارلة ركرالج االوربة لت 

 


−=




−



 ETT

dt

d
                  …(17) 

 : )14(و )13(فو ت م  المعارلة 
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











22 mr

T

dt

d
mr

T
=




=



 

22 sincos 


mr
T

−=


 

0=






E 

 :)17(لعوت في المعارلة 
0sincos 222 =+   mrmr 

 وباللعويض ع :  mrاال رمة على 
 

yw += 
 ل ت:

0)(sincos)(2)( 2

00 =+++++ ywxrrxr                …(18) 

 هي: ار ا لاكظ معارلة ركرالج االوربة لت اال ري ة ل

 


−=




−



 ETT

dt

d


                 …(19) 

 :)14(و )13(فو ت م  المعارلة 






=



 22 cosmr
T 







=


 22 cosmr
T

dt

d 

 فوحصل على: )19(لعوت في المعارلة  
  0)(cos)( 22

0 =++ ywxr
dt

d
                             …(20) 

لحصتتتل علتتتى الموظومتتتة اللااضتتتلية الراخيتتتة اللتتتي تمرتتتل معتتتاررت كر تتتة  )20,()18,()16(وعليتتته متتت  المعتتتاررت 
 اي ماا ارص واوية:

 














=++

=+++++

+
−=++−+−

0)(cos)(

0)(sincos)(2)(

)(
)(cos)()(

22

0

2

00

2

0

22

0

2

0

ywxr
dt

d

ywxrrxr

xr
ywxrxrx












 

 لللبري  لرليتم اللع رات:
54321 ,,,, xyxxxxxx =====   

 فوحصل على الموظومة اللااضلية اليماسية ارتية:

xrr += 0
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 

3545

10

25

3

2

5

10

424

4
3

2

10

2

53

22

410
2

2
1

tan)(2)(2

2sin)(
2

1
2

)(
)(cos)(

xxwxxw
xr

x

dt

dx

xxw
xr

xx

dt

dx

x
dt

dx

xr
xwxxxr

dt

dx

x
dt

dx

+++
+

−=

+−
+

−=

=

+
−+++=

=



 

 لحصل على الموظومة اللااضلية اللالية: [linearization]ا اذ الل ريب الي ي 

2

0

5

3

24

4

3

501

22

2

1

2

2

23

x
r

w

dt

dx

xw
dt

dx

x
dt

dx

wxrxw
dt

dx

x
dt

dx

−=

−=

=

+=

=

 

 :يي لرليتم فري ة ج لايي  و ما يل ط ار كرو  اسل راا الحر ة لل مر ارص واع
متتتت  تُتتتتامات  اخوتتتتاحفالتتتته يوجتتتتت  امتتتتا يلتتتته يتتتتؤخر علتتتتى ال متتتتر ارصتتتت واعي  تتتتوم ال ا ذيتتتتة اياضتتتتية وا كتتتتتاخي 

 :   [3]الحر ة
h

m

r

m
rrr

m
ET

2
)cos(

2

222222 =−++=+   

mkmr
T

==









22 cos 

hkك ث   خواذ   ,
تت ستتوو لبحتتث استتل رااية الحر تتة الراذلتتة )المرتتل  رل( لحر تتة ال متتر ارصتت واعي كتتوا المتتتاا التتتاار. االورتتبة لت

  ,,,, rr  
 ول ذا سوو ل وم ذبواء رالة ل بالوو  امراعتل اللُامات:

 
 لرليتم اللع  رات:

543210 ,,,, xwxxxrxrr +====+=    
 لاكظ هوا يح الموظومة ترم  ذبواء تُامات االش ل:
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







=++=

=
+

−+++++=

kxwxxrF

h
xr

xwxxrxxrxF

)(cos)(

2)(cos)()(

53

22

102

10

2

53

22

10

2

4

2

10

2

21



          …(21) 

54321متت  الواضتت  يح اللُتتامل   ً تتر محتتتري  اركتتاال للاتتيم  ,,,, xxxxx  وب تتذا ستتوو لبوتتي رالتتة ل بتتالوو
 االش ل :

)]0([)]0([)0( 2

2

2

22211 FFFFFFV −+−+−=     
ك ث   خواذ   ,

12لعوت قيم  , FF :في هذح المعارلة فوحصل على 









−+++−+++

++−
+

−+++++=

]).(cos)[(])(cos)[(

22)(cos)()(

24

0

2

53

44

10

2

053

22

10

0

22

0

10

2

53

22

10

2

4

2

10

2

2

wrxwxxrwrxwxxr

r
wr

xr
xwxxrxxrxV





       …(22) 

 فو ت: cosل اذ ماُوت الايم اللي ف  ا 





+−=+−=

+−=+−=

2

3

4

2

3

3

4

2

3

2

2

3

3

2

21)
2

1(cos

1)
2

1(cos

x
x

x

x
x

x

 

 كذل :

++−=
+ 3

0

2

1

2

0

1

010 r

x

r

x

rxr


 

=3( ولرليتم الشر  22لعوت في المعارلة )

0

2rw :فوحصل على  

++++++++++

++++++−+++−=

51

2

005

2

0

2

01

2

00

2

5

2

0

2

0

2

4

2

0

2

3

2

0

2

0

2

2

2

1

2

0

)42(2)22()22(2

)1()2()6(

xxwrwrxwrwrxwrwwr

xrrxrxwrwwrxxwrwwV



  

محترل موجبة ط ب يح لراو. المعامات م  التاجة ايولى اللي تحو. على   Vل ذا ولُي تُوح التالة 
15 , xx   االصار 

ذ ذح الصوال ايعتار    ط ب اح تح ق المعارلة:  ,

wrw

wrw

2

0

2

0

22

022





−−=

=++ 

 : فو ت Vلعوت هذح الايمة االتالة 
+++++++−= 51

3

0

2

5

2

0

2

0

2

4

2

0

2

3

22

0

2

2

2

1

2

0

2 4)1()34( xwxrxrrxrxwrxxrwV  
 م  المم   يح ل  م هذح الصيعة ولى ج ا  :

2

5

2

0

2

051

3

0

2

1

2

0

2

2

2

4

2

0

2

3

22

0

2

21

)1(4)34( xrrxwxrxxwV

xrxwrxV

 +++−=

++= 
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ت  1Vلاكظ التالة  234محترل موجبة االوربة لت ,, xxx  ول تذا لُتي لعترو يح تُتوح التالتةV  محتترل موجبتة
12345االورتتبة لتتت  ,,,, xxxxx  فالتته ط اتتي يح لبتت   التته متت  المم تت  وط تتار عتتتر  2والتتذ. ميتتهV  ستتلُوح محتتترل

15موجبة االوربة لت  , xx 2 وسوو لرليتم ل ذا العرت مايا  سلارلر للتالةV  
 هي:  2Vت لت مصاوفة المعاما










+

−

)1(2

2)34(
2

0

2

0

3

0

3

0

2

0

2

rrwr

wrrw




 

 : وعليه
0)34( 2

0

2

1 −= rw          …(1) 

0)3(
)1(2

2)34( 2

0

2

0

2

2

0

2

0

3

0

3

0

2

0

2

2 −=
+

−
= rrw

rrwr

wrrw





     …(2) 

متتت  هتتتذح العبتتتاال يلنتتت  التتته عوتتتتما 
2

0

3

r
    2ستتتوو يلح  تتتاح وعليتتته التالتتتة  )2,()1(فتتتاح الشتتترفV 

15سلُوح محترل موجبة االوربة لت  , xx  وباللالي التالةV  12345سلُوح محترل موجبة االوربة لت ,,,, xxxxx   
ت وباللتتتالي و ا تح  تتت  هتتتذح الشتتترو  لُتتتوح  تتتت وجتتتتلا كتتترو  استتتل رااية الحر تتتة لل متتتر ارصتتت واعي االورتتتبة لتتت 

  ,,,, rr  

 الاستنتاجات : -5

تليذ اي ماا ارص واوية يلواعا  ميللاة م  المتااات يخواء كر ل ا وهذح المتااات تش ل موحويات معل ة ويح  
الراا  الذ. يرب  ذ   هذح الحر ة هو  وال    بلر ول وت  ويله ر طم   رااسة اسل رااية كر ة اي ماا ارص واوية 

يتام ال رااق البري ة مرل الل ريب الي ي ذل يل لب ايمر اسليتام فرااق يع ت م   ل  مرل فري ة ااسل
 ج لايي  
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