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ABSTRACT 

Let G be a k0-connected graph ,and let )v,u(d w , 0kw1  ,be the w- 

width, distance between the two vertices  u,v  in G. The w-Wiener 

polynomial  of the width distance of G is defined by:  
 

 

             

    

Ww(G;x) is obtained in this paper for  some special graphs G such as 

a cycle , a wheel, a theta graph , a straight hexagonal chain , and Wagner 

graph .The diameter with respect to the width distance – w, and the Wiener 

index for each such special graphs are also obtained in this paper. 

Keywords: Wiener Polynomial, Width Distance, diameter, Wiener index. 

 العرضية لبعض البيانات الخاصة للمسافة w-متعددات حدود وينر
 أسماء صلاح عزيز      علي عزيز علي

 جامعة الموصل ، كلية علوم الحاسبات والرياضيات 
 30/05/2007تاريخ قبول البحث :             19/04/2007تاريخ استلام البحث :

 الملخص
0kw1وأن  0k اتصالهعامل  بيانا متصلا  Gليكن   وأن ،)v,u(dw  هي المسافة

-نسبة للمسافة العرضية  w–. تُعرف متعددة حدود وينر  Gفي  vوu بين الرأسين w   -العرضية
w   على أنها 




=
)(,

),(
);(

GVvu

vud

w
wxxGW   

ن  بيانا خاصا كالدارة،والعجلة، وبيا Gعندما يكون  wW (G;x)تضمن هذا البحث إيجاد  
إلى  ضمن البحث إيجاد القطر بالنسبة ،وبيان سلسلة سداسية مستقيمة ، وبيان واكنر . كما تثيتا
 . وينر لكل من هذه البيانات الخاصةوإيجاد دليل   w–مســافــة العرضية ال

 ، القطر، دليل وينر.لمسافة العرضية، امتعددة حدود وينرالكلمات المفتاحية: 




=
)(,

),(
);(

GVvu

vud

w
wxxGW
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              Introduction   قـــدمةلما.1
ات الاتصال الداخلي المتوازي فقد أصبح  و يد شبكات الحاسوب ذيبسبب تطور فن تش

 . [8]مفهوم المسافة باتجاه معين  لأعمامير هنالك توجه كب
وب  ر على أنها مجموعة د vو uحاوية ، تعرف Gأي رأسين في بيان متصل  vو uليكن 
 .C(u,v)، ويرمز لها  vو uتصل بين التي منفصلة داخليا 

  ويرمز له  C(u,v)في  u-vوب ر على أنه عدد الد C(u,v)الحاوية  (width)عرضيعرف 
w(C(u,v))أي أن ، 

),()),(( vuCvuCw = 
على أنه الطول لأطول درب في الحاوية ويرمز له   C(u,v)طول الحاوية كما يعرف 

))v,u(C( عدد صحيح موجب . وأخيرا لأجلw  المسافة العرضيةنعرف (المسافةأو-w )   بين
 على أنها  G [8]في بيان  vو uرأسين 

)),((min),(
),(

vuCGvud
vuC

w =        …..(1.1) 

. وعندما لا يكون هناك التباس wذات العرض  C(u,v)حيث أن الأصغر يؤخذ على كل الحاويات 
 .v,u(dw(بـ vو uفسوف نعبر عن المسافة العرضية بين 

1wيكون  عندما الواضح أنه  من  uتصبح المسافة الاعتيادية بين  w-ن المسافةا ف =
2wعندما  w-في بحثنا سنحاول دراسة المسافةو  .vو   لـ الأعلىأما الحدw نه عامل  اف

0kw1أي أن  .Gللبيان   ]0k] 4,3الاتصال  وسوف نستبعد حالة كون ،w=1  من دراستنا
0kw. أما لو كانت [6,8] تمثل المسافة الاعتيادية والتي لها دراسات كثيرة ومتقدمة لأنها  ن  اف

1wغير معرفة. عندما  دتع v,u(dw(المسافة   نأخذ الرأسين  فسوفu وv ن ولا نأخذ  مختلفي
 . u =vحالة كون 

G(diam( بـ والذي يرمز له Gلبيان  w-القطر يعرف w بـ أو اختصارا )G(w 
أو

w
 العرضية  بأنه أكبر المسافات-w  قيG  :أي أن 

),(max)(
)(,

GvudG w
GVvu

w


=                                                            …..(1.2) 

)()(واضح أن   GGw   
 أي: Gفي البيان   w-فهو مجموع المسافات العرضية w-دليل وينرأما 

),()(
,

GvudGW
Vvu

ww 


=                                                             …..(1.3) 
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متعددة حدود  فعر ن d [6]نسبة لدالة المسافة الاعتيادية  ود وينرلمتعددة حد وأعماما
 :كالأتي wdنسبة لدالة المسافة العرضية   w-وينر




=
Vvu

vud

w
wxxGW

,

),(
);(                                                                  …..(1.4) 

),(كان  فإذا kGCw العرضية المسافة تساوي  يمثل عدد الأزواج غير المرتبة للرؤوس التي-w  
 فأن:  kبينها 




=
w

k

k

ww xkGCxGW


2

),();(                                                          …..(1.5) 

2wلأنه عندما يكون   ن المسافةاف-w  2لا تقل عن . 
 من الواضح أن 




=
==

w

k

wxww kGCkxGW
dx

d
GW



2
1

),();()(                                 …..(1.6)   

على عدد الأزواج   w-بأنه حاصل قسمة دليل وينر w-معدل المسافة العرضيةيعرف 

غير المرتبة للرؤوس المختلفة وهو








2

p أي أن : 









=

2
)()(

p
GWG ww                                                                 …..(1.7) 

التي   Gيمثل عدد رؤوس  k,G,v(Cw(ولنفرض أن  Gرأسا في بيان متصل  vليكن 
2kإذ أن   vعن الرأس  kتساوي  w-عرضية كل منها تبعد بمسافة  2وw . 

 واضح أن 



=
Vv

ww kGCkGvC ),(2),,(                                                        …..(1.8) 

wkلكل   2 
 بـ vلرأس إلى ابالنسبة  w-متعددة حدود وينروتعرف 




=
w

k

k

ww xkGvCxGvW


2

),,();,(                                                    …..(1.9) 

    [1]نستنتج أن (1.9)و (1.8)و (1.5)من 



=
Vv

ww xGWxGvW );(2);,(                    …..(1.10) 




==
w

k

w

k

w xGWxkGC


2

);(2),(2  .  
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 ،kكــان لكــل  إذا w-منــت ن نســبة للمســافة العرضــيةأنــه  Gيقــال لبيــان متصــل  تعريــ :
)k,G,v(Cw  ــل رأس ــها لكـ ــة نفسـ ــه القيمـ ــد بمســـافة Gفـــي  vلـ ــي تبعـ ــرؤوس التـ ــدد الـ . أي أن عـ

 .Gفي  vكل إلى   هو نفسه بالنسبة vالرأس عن  kقيمتها  w-عرضية
  Kpلكـل مـن البيـان التـام w-ودليـل وينـر w-يمكـن الحصـول علـى متعـددات حـدود وينـر 

 :أدناهكما هو مذكور  Kr,sوالثنائي التجزئة التام 

12,)1(
2

1
);( 2 −−= pwxppxKW pw ,                     …..(1.11)  

 وعندئذ يكون 
)1()( −= ppKW pw                  …..(1.12) 

},,min{2,
22

);( 32

, srwxrsx
sr

xKW srw +















+







=          …..(1.13)   

rsssrrKW srw 3)1()1()( , +−+−=                          …..(1.14) 








 +
=

2
)()( ,,

sr
KWK srwsrw 

 :pCالدارة . 2
أي رأسـين  vو uفـإذا كـان  .w=2وبذلك فـان  2هو  pCمن الواضح أن عامل الاتصال للدارة

. لـذلك فـان pن داخليـا ومجمـوع طوليهمـا هـو يليمنفص ـ vو uفـان هنـاك دربـين بـين  pCمختلفين فـي
),(أو  d(u,v)يكون إما  C(u,v)طول الحاوية  vudp  أيهما أكبر أي أن:−

 

2d (u,v) max{d(u,v) , p d(u,v)}= −
 

 وبما أن 











2
),(1

p
vud 

2),(),(                                                                    فان vudpvud −= 
kpvudبحيــث أن  {u,v}مــن أزواج الــرؤوس  pفــان هنالــك  d(u,v)=kفعنــدما يكــون  −=),(2 

ــي   لقــــ







=

2
,...,3,2,1

p
k  ــون ــة كــــ ــتثنا  حالــــ ــدد الأزو  pباســــ ــان عــــ ــا فــــ اج للمســــــافة عــــــددا زوجيــــ

2
),(2

p
vud هو  =

2

p. 
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2);(مما تقدم نستنتج متعددة حدود وينر  xCW p :كما في المبرهنة الآتية 
 
 

 لكل : 2.1مبرهنة 
3p   :لدينا 









++++

+++

=
+−−

+−−

even  is p when  ),
2

1
...(

odd is p when  , )...(

);(
2/2/121

2/)1(21

2 pppp

ppp

p
xxxxp

xxxp

xCW    

2);(باســتخراج مشــتقة  xCW p دما عن ــx=1  2)(نحصــل علــى دليــل وينــر pCW وبالقســمة

على








2

p  2)(نحصل على معدل المسافة العرضية pC :كما هو مدون في النتيجة الآتية 
 

 لدينا: 3pلكل:  2.2نتيجة  





−

−−
=

even is p when ;8/)43(p

 odd is p  when;8/)13)(1(
)(

22
p

ppp
CW p 

 





−−

−
=

even is p when;)1(4/)43(p

odd is p when ;4/)13(
)(2

pp

p
C p 

 :pWالعجلة .3

1pCواضــح أن العجلــة تتكــون مــن دارة 1pCمتجــاور مــر كــل رؤوس  pvمــر رأس −  أن . كمــا−
5pرض أن ، بف ـpWهنالك ثلثة دروب منفصلة داخليـا بـين كـل رأسـين مختلفـين مـن رؤوس   .

 . w =3ومن ث  نجد متعددة الحدود لحالة كون  w =2لذلك فسوف  نعالج حالة كون 

(a نفــــــرض أن )2w ونأخــــــذ رأســــــين =
iv وjv 1مختلفــــــين مــــــن رؤوسpC فنجــــــد أن هنالــــــك  −

)v,v,v(دربــــــــا jpi  ودربــــــــا لاخــــــــر منفصــــــــل عنــــــــه بطــــــــول  2بطــــــــول)Cv,v(d 1pji . فــــــــإذا −
W(Evv(كان pji  فان 

)Cv,v(d)v,v(d 1pjiji2 −=       …..(3.1) 
وإذا كان 

iv وjv متجاورين فان 

2)v,v(d ji2 =           …..(3.2) 
 فضل عن ذلك، فان

2)v,v(d pi2 =         …..(3.3) 
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لكل رأس
iv 1من رؤوسpC − 

 وعليه مما تقدم نستنتج أن:
)1x)(1p()x;C(Wx)1p(2)x;W(W 1p

2

p2 +−−+−= −
                   …..(3.4) 

(bنفــرض أن )3w 1pC فــي u. وواضــح أن هنالــك لكــل رأس = v,u(C(حاويــة − p
تتكــون مــن  

 مر درب بطول واحد وعليه فان 2دربين بطول 
)C(Vu,2)v,u(d 1pp3 −=                                                          …..(3.5) 

والآن نأخــذ رأســين مختلفــين
iv وjv  مــن)C(V 1p−

v,v(C(فــنلحأ أن الحاويــة   ji
المكونــة  

jpiمن ثلثة دروب هي  v,v,v مر دربيji vv 1pCفي الدارة −  . وبذلك−
)Cv,v(d)v,v(d 1pji2ji3 −=       …..(3.6) 

 :أن (3.6)و (3.5)وكذلك نستنتج من 

)x;C(Wx)1p()x;W(W 1p2

2

p3 −+−=      …..(3.7) 

 نحصل على المبرهنة الآتية:  2.1ومبرهنة   [6] وأخيرا باستخدام

  :3.1مبرهنة

(a)  8لأجلp  :فان 









++++−

+++−

=
−−

−

odd when p is  );x
2

1
x...xx3)(1p(

  p is evenwhen ; )x...xx3)(1p(

)x;W(W
2/)1p(2/)3p(32

2/)2p(32

p2
 

(b لأجل )5p  :فان 









++++−

+++−

+

−=

−+−−

−−

oddwhen p is  );x
2

1
x...xx)(1p(

 p is evenwhen ; )x...xx)(1p(

x)1p()x;W(W

2/)1p(2/)1p(3p2p

2/p3p2p

2

p3

 

 

2wفي حالة كون  :3.2ملاح ة 7p5و =   فان متعددات الحدود)x;W(W p2
 هي: 

,x10)x;W(W 2

52 =  

,x15)x;W(W 2

62 =  

,x3x18)x;W(W 32

72 +=  
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ــاد  W(W(ولأجـــل إيجـ p2
W(W(و  p3

ــتقة  ــذ مشـ x;W(W(نأخـ p2
x;W(W( و  p3

ــاة   المعطـ
 . فنحصل على:x =1عندما  3.1في مبرهنة 

 

 :3.3نتيجة

(a لأجل )8p  :فان لدينا 







−+−

+−−
=

odd is p  when;)1p(38/)1p(

even is p  when;8/)24p2p)(1p(
)W(W

3

2

p2

   

 (b لأجل )5p   :فأن لدينا 







+−−

+−−
=

odd is p when;8/)23p10p3)(1p(

even is p  when;8/)24p10p3)(1p(
)W(W

2

2

p3

  

ــدل المســـافة الع ــاد معـ ــهل إيجـ ــن السـ ــيةمـ )W( رضـ pw  ــى ــمة علـ بالقسـ








2

p   ــتخدام وباسـ

 وهو:3.3نتيجة







+−

+−
=

odd is p  when);25p2p(

even is p  when;)24p2p(

p4

1
)W(

2

2

p2  

 







+−

+−
=

odd is p  when);23p10p3(

even is p  when;)24p10p3(

p4

1
)W(

2

2

p3  

 

    :Theta Graph)(بيان ثيتا.4
 2wو 1wجية مر حافة تصل رأسين بأنه بيان مكون من دارة زو  t: يعرف بيان4.1تعري 

t،1tوبذلك فان   4.1متقابلين فيها، كما مبين في الشكل  2، يتكون من دارتينtC 2tCو + +
  

2tC. وسوف نرمز لرؤوس 21wwكل منهما تحتوي الحافة  2t211بالترتيب + w,u...,u,u,w 
2tCولرؤوس   +

  2بالترتيبt211 w,v...,v,v,w . 
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 tبيان 4.1الشكل 
 أن الواضحمن 

3t2)(q,)1t(2)(p tt +=+=  

2w، وبذلك فان لدينا 2يتبين لنا أن عامل الاتصال يساوي  4.1ملحظة الشكلمن و   فقط. =
 لأن  2tهو  2-الواضح أن القطر للمسافة العرضيةومن 

t2)v,u(d)v,u(ddiam 112tt2t2 ===  

C(VV( نفـــــــرض أن 2-لأجـــــــل إيجـــــــاد متعـــــــددة حـــــــدود وينـــــــر للمســـــــافة العرضـــــــية 2t1 و  =+
)C(VV 2t2 +

=. 
1Vu,uإذا كــان  فــان الحاويــة ،)u,u(C   2ضــمن الــدارة  الصــغرت تكــونtC ، وهــذا يعنــي +

 هي:uو uللرأسين 2-أن المسافة العرضية
)Cu,u(d)u,u(d 2t2t2 +

=  

 هي: 1Vمتعددة الحدود لأزواج الرؤوس في وعليه فان

1jv +

 

1w

 

jv

 

2v

 
1tv −

 

tv

 

1iu −

 

1iu +

 

iu

 

2u

 
1u

 
2w

 

1jv −

 

1v

 

tu

 

1tu −

 

2tC +

 

2tC +

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)x;C(Wx 2t2

Vu,u

)u,u(d

1

2

+




=        …..(4.1) 

 هي: 2Vوبالمثل فان متعددة الحدود لأزواج الرؤوس في 
 

)x;C(W)x;C(Wx 2t22t2

Vv,v

)v,v(d

2

2

++




==                                        …..(4.2) 

 :بينهما والتي هي 2-يجب إيجاد المسافة العرضية 2wو 1wأسينوبسبب تكرار الر 

1t)w,w(d t212 +=  
ــافاتو  ــاد المسـ v,u(d(يبقـــى إيجـ ji2 حيـــث أنt,...,2,1j,i ــة = v,u(C(إن الحاويـ ji 

}v,u{للــزوج 2-يســاوي المســافة العرضــية ذات أقــل طــول )أي التــي طولهــا ji)  تتكــون مــن الــدربين
 الآتيين:

j211122i1ii1 v,...,v,v,w,u,u,...,u,u,u:P −− 

j1tt2t1t2i1ii2 v,...,v,v,w,u,u,...,u,u,u:P −−++ 
 من الواضح أن

ji)P( 1 += 

 وأن
 

)P()P(التــــــي تجعــــــل jو iوالآن نجــــــد  ــــــي   21         ومــــــن ثــــــ  نجــــــد القــــــي  التــــــي تجعــــــل
)P()P( 21  . 

)P()P(فإذا كان  21  أي ، 
2jit2ji +−−+                                                                         …..(4.3) 

P()v,u(d(التي تجعل jبدلالة  iهذه العلقة تعطي  ي   2ji2 =. 
 ومنها نحصل على

2j2t2i2 +−   

1jti +−         …..(4.4)  

1jti1 +−  

P()v,u(d(التي لا تحقق هذه المتباينة يكون فيها   i ي   إن 1ji2 =. 
 نحصل على: (2.3.4)ومما تقدم وبالاعتماد على المتباينة 


+−=

+
+−

=

+−−

=

+=
t

2jti

ji
1jt

1i

2jit2
t

1i

)v,u(d
xxx ji2      …..(4.5) 

2jit2)P( 2 +−−=
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ti1و iuنســـبة إلـــى الـــرؤوس jvرأسهـــذه الصـــيغة لل ـــ    و ـــي،j  التـــي تحقـــق هـــذه الصـــيغة هـــي
tj2  1فيما يتعلق بالرأس . أماv مر الرؤوسiu،ti1  متعددة الحـدود الناتجـة لكـل ، فان

}v,u{الأزواج 1i،ti1   تكون 


=

+−

=

=
t

1i

1it2
t

1i

)u,v(d
xx i12        …..(4.6) 

 (.4.1)لاحأ الشكل  
tj2لقي   (4.5)وبأخذ المجموع للعلقة    نحصل على (4.6)وجمعها مر العلقة  

 
=

+−

+−=

+

=

+−

=

+−−

= =

++=
t

1i

1it2
t

2jti

ji
t

2j

1jt

1i

2jit2
t

1j

t

1i

)v,u(d
x)xx(x ji2    …..(4.7) 

 وعند إجرا  التبسيط الجبري على هذه العلقة نحصل على الصيغة الآتية:


=

+−
−

=

++

= =

+−−+=
t

1i

1it2
2t

0k

k2t1t
t

1j

t

1i

)v,u(d
xx)1kt()xx(x ji2    …..(4.8) 

1txوطــر   (4.8)مـر العلقـة (4.2)و (4.1) تـينوبجمـر العلق ، نحصـل علـى متعـددة حـدود وينــر +
 وكما هي في المبرهنة الآتية:  tلبيان 2-للمسافة العرضية

 

2tعندما تكون  :4.2مبرهنة  فان 





=

+−

−

=

+++

+

+

−−++−=

t

1i

1it2

2t

0k

k2t1t1t

2t2t2

x

x)1kt()xx(x)x;C(W2)x;(W

 

 حيث أن













+++

+

=





+

+=

+

+

+=

+

evenistwhen,x)2t(x)12/t(

oddistwhen,x)2t(

)x;C(W
1t

22/tk

k12/t

1t

2/)3t(k

k

2t2  

                                                                                    # 

x;(W(وبأخذ مشتقة t2  عندماx=1 :وتبسيط النتائج نحصل على 
 

 هو tلبيان 2-دليل وينر للمسافة العرضية :4.3نتيجة
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





+++

+++
=

oddistwhen,2/3)47t54t25)(12/t(

evenistwhen,1)44t54t25)(12/t(
)(W

2

2

t2  

                                                                           

 
  A graph of straight hexagonal chainسداسية مستقيمة:  سلسلة بيان.5

ــية  ــادف أنظمــــة سداســ ــتخدام البيانــــات لتمثيــــل جزئيــــات مركبــــات الكربوهيــــدرات نصــ فــــي اســ
البيانـات  وقد كانت هنالك دراسة لدليل وينـر لهـذه .بأسلوب معين البعض الحلقات متصلة مر بعضها

 ية مستقيمة.سداس هذه البيانات يسمى بيان سلسلةن وفي هذا البند ندرس نوعا معينا م [5,7].
مــن الحلقــات السداســية كــل منهــا  m: يتكــون البيــان لسلســلة سداســية مســتقيمة مــن عــدد 5.1تعريــ 

 )علــى إعتبــار أن يشــترك مــر الحلقــة التــي تليهــا بحافــة واحــدة بحيــث أن الخــط الواصــل بــين مراكزهــا
إذ أن 5.1الشـكلقيما كما هو مبين فـي جمير الحلقات مضلعات سدسية منتظمة ومتطابقة( يكون مست

ـ ــ ــان بـــ وســـــوف نرمـــــز للحلقـــــات  mGكـــــل حلقـــــة ممثلـــــة بمضـــــلر سداســـــي منـــــتظ . ونرمـــــز لهـــــذا البيـــ
m21بـ H,...,H,H.  
 

  
     

 
 
 
 

 بيان سلسلة سداسية مستقيمة 5.1الشكل
 

1m5)G(qواضح أن  m 2m4)G(pو =+ m += 

ii1i1iiiبـ  iHنرمز لرؤوس الحلقة  u,u,u,v,v,v 
 .5.1كما هو مثبت في الشكل ++

 ، وعليه فسوف نجد المسافة 2نجد أن عامل الاتصال له هو  mGبملحظة هذا البيان  
       . 2-العرضية

العرضـــية بـــين ( فانـــه يســـاوي المســـافة2-)أي القطـــر 2-لمســـافة العرضـــيةاقطـــر ب وفيمـــا يتعلـــق
 

 ، أي أن:1uو muأو بين الرأسين  1vو mvالرأسين 

)u,u(d)v,v(d)}v,u(d{Gdiam m12m122

)G(Vv,u

m2 max
m

===


 

1m
v

−


   
m

v 

  
2

v  

  

1
v    

1
v    

1
u

 

2
v  

  
3

v  

  

2
u

 

3
u

 
2

u
 

1
u

 

i
v    

1m
v

−

   
m

v 

  1m
v

+

   

1m
u

−


 

1m
u

−

 

m
u

 
m

u

 

1m
u

+

 

i
v    

1i
v

+
 

   

i
u

 

1i
u

+

 
i

u
 

 

i
H

 

 

1m
H

−

 

 

m
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2
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1
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 إذا
4m2Gdiam m2 +=                              …..(5.1) 

mG،2mللبيـان 2-عددة حـدود وينـر للمسـافة العرضـيةالمبرهنة الآتية تعطينا مت  إذا كانـت .
m =1  61فان CG  وان =

345

62 x3x6x6)x;C(W ++=                                                       …..(5.2) 
 

2mلأجل  :5.2مبرهنة فان ، 
53

m2 x)1m5(x)x21(m3)x;G(W +++=   

                 
−

=

−++++
1m

1j

j2332 x)jm(x)xx2x32(2                        …..(5.3) 

 .mنستخدم مبدأ الاستقرا  الرياضي على  (5.3)لإثبات : البرهان
 ، فان:m =2إذا كانت 

876543

22 x2x4x6x15x12x6)x;G(W +++++=                       …..(5.4) 
ــددة  أن نفــــرضو  ــيةمتعــ ــافة العرضــ ــدود وينــــر للمســ x;G(W(،2-حــ 1m2 ــاد ، − ــاول إيجــ ــة ونحــ معلومــ
)x;G(W m2  3لأجلm . 
1mGو mGبمقارنةو   نجد أن 5.1في الشكل −

5

621m2m2 x)x(F)x;C(W)x;G(W)x;G(W −++= −                       …..(5.5) 

 حيث أن 
=

v,u

)v,u(d2x)x(F 
 

              لكل
}u,u,v,v{Au,}u,v{)G(Vv m1m1mmmm1m

=− ++− 

فـــي  v,u(d2(نلحـــأ أن المســـافة  (5.5)لتعويضـــها فـــي  F(x)والآن نجــد صـــيغة للدالـــة 
im(46C(هي نفسها في الدارة  mGالبيان  −+،1m,...,2,1i  ، عندما يكون:=−

' '

i i i iu A ,v {v ,v ,u ,u }  

 مـــــــــــــر رؤوس المجموعـــــــــــــة muو mvللرأســـــــــــــين  2-نـــــــــــــدرس المســـــــــــــافة العرضـــــــــــــيةوإذ 
}u,u,v,v{A iiiii
=1يكون  ، عندماm,...,2,1i  ، نجد أن=−

)im(25)u,u(d)v,v(d im2im2 −+==  

)im(26)u,u(d)v,v(d im2im2 −+==  

)im(24)v,u(d)u,v(d im2im2 −+==  
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)im(23)v,u(d)u,v(d im2im2 −+==  

1mvكما أن المسافة للرأسين  1muو +  ذاتها تكون كالأتي iAمر رؤوس المجموعة  +

)im(24)u,u(d)v,v(d i1m2i1m2 −+== ++  

)im(25)u,u(d)v,v(d i1m2i1m2 −+==
++  

)im(23)v,u(d)u,v(d i1m2i1m2 −+== ++  

)im(24)v,u(d)u,v(d i1m2i1m2 −+==
++  

 وهي: F(x)نستنتج صيغة  iومن هذه المسافات وبأخذ المجموع لكل 

)x2x3x2x(2)x(F )im(23
1m

1i

)im(24)im(25)im(26 −+
−

=

−+−+−+ +++=    …..(5.6) 

 نحصل على: (5.5)وبعد تعويضها في العلقة 


−

=

−+−+−+

− +++=
1m

1i

)im(24)im(25)im(26

1m2m2 x3x2x(2)x;G(W)x;G(W  

                  5

62

)im(23 x)x;C(W)x2 −++ −+                                      …..(5.7) 

imjلأجل التبسيط نفرض أن  1mj1، حيث أن =− −. وليكن 
j23j24j25j26

j x2x3x2xz ++++ +++=                                              …..(5.8) 

 عندها يكون 


−

=

− +−+=
1m

1j

j

5

621m2m2 z2x)x;C(W)x;G(W)x;G(W                    …..(5.9) 

 ومنها نحصل على أن


−

=

−− +−+=
2m

1j

j

5

622m21m2 z2x)x;C(W)x;G(W)x;G(W             …..(5.10) 

 كذلك


−

=

−− +−+=
3m

1j

j

5

623m22m2 z2x)x;C(W)x;G(W)x;G(W                     …..(5.11) 

 وهكذا فان


=

+−+=
2

1j

j

5

622232 z2x)x;C(W)x;G(W)x;G(W                      …..(5.12) 

1

5

6222 z2x)x;C(W2)x;G(W +−=              …..(5.13)
  

 ومما تقدم من المعادلات نحصل على أن 
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













=


=


=


−

=

++++=
1

1j

2

1j

3

1j

1m

1j
j

z...
j

z
j

z
j

z2)x;
m

G(
2

W  

                  5

62 x)1m()x;C(mW −−+                                      …..(5.14) 


−

=

−+−−++=
1m

1j

j

523

m2 z)jm(2x)1m()x2x21(mx3)x;G(W  

                    
−

=

−++++=
1m

1j

j

53 z)jm(2x)1m5()x21(mx3               …..(5.15) 

 وبهذا يت  البرهان.     (5.3)نحصل على  (5.8)المذكورة في  jzوبالتعويض عن
 

 هو mGللبيان 2-دليل وينر للمسافة العرضية :5.3نتيجة
 

5m54)4m(m)3/16()G(W 22

m2 ++−=                                         …..(5.16) 

 البرهان:
 .  (5.16)نحصل على العلقة x=1والتعويض عن  (5.3)بعد اشتقاق العلقة 

 

    Wagner graphن واكنر:بيا.6
منهـا  ةهـو بيـان مكـون مـن دارة برتبـة زوجيـة مـر الحافـات التـي كـل واحـد[4]بيان واكنـر  :6.1تعري 

نصـــد عـــدد  اوي ـتس ـــ افة ثابتـــةبمس ـــفـــي الـــدارة المـــذكورة الـــبعض تصـــل رأســـين يبعـــدان عـــن بعضـــهما 
الرؤوس.
. ونرمـــز لهــذا البيـــان t =2mوأن  tولأجــل توضــيح هـــذا التعريــ  نفــرض أن عـــدد الــرؤوس يســاوي    

 . ولتكن مجموعة رؤوسه كالأتي:tRبـ
}v,...,v,v{)R(V m221t =  

 ا تكون مجموعة حافاتههعند
t 2m i m iE(R ) E(C ) {v v | i 1,2,...,m}+=  =  

 .6.1كما موضح في الشكل
3w2. يعني أن 3يساوي  tRعامل الاتصال لبيان  وينر  . وعندما حاولنا إيجاد متعددة حدود

 .tالرؤوس عدد لهذا البيان لاحظنا فيها حالتين مختلفتين والاختلف سببه  w-للمسافة العرضية
مــن  tوالحالــة الثانيـة عنــدما تكــون  . 4ليســت مــن مضـاعفات  العــدد tالحالـة الأولــى إذا كانــت الرتبـة 

 . 4مضاعفات العدد
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هـو بيـان منـتظ  بالنسـبة إلـى المسـافة العرضـية. لهـذا سـنحاول tRوأخيرا لا بد أن نـذكر أن
 اولها.نتنأس واحد من رؤوسه في كل من الحالات التي سوف ر إيجاد متعددة الحدود ل

t=4s+2 ،)1sمـا عدد زوجي فان الحالتين ه tبما أن  (  و s4t = (،2s (. 
 

2s4tإذا كانت  6.2:عبارة += ،1s :فان ، 


+

+=

−+
+

=

+++=
1s2

2si

i1s22
1s

2i

i3

t2 xxtxxtx)1s2()x;R(W                       …..(6.1) 

 البرهان:
 يمثل هذه الحالة. 6.1في الشكل tRالبيان 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2s4Rبيان واكنر  6.1الشكل + 
 

ــدد ــد متعــــــ ــبة نجــــــ ــدود بالنســــــ ــى الة الحــــــ ــيةإلــــــ ــافة العرضــــــ ــرأس  2-مســــــ ــان 1vللــــــ ــإذا كــــــ ،فــــــ
1s,...,3,2i v,v(C(، فان الحاوية =+ i1 الصغرت تتكون من الدربين: 

i3211 v,...,v,v,v:P  

i1is23s22s212 v,v,...,v,v,v:P ++++  

 نواضح أومن ال
1i)P( 1 −=  , 1i)P( 2 +=  

1s2v + 

2s3v + 

2s2v + 
4s2v + 

2sv + 

2s4v + 2v 1v 

3s3v + 
1sv + 

3s2v + 
s2v 

1s4v + 
3v 
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 وعليه فان
1i)}P(,)P({max)v,v(d 21i12 +==                                            …..(6.2) 

1s,...,4,3,2iحيث +=. 
1s2,...,3s,2siوإذا كانـــت  v,v(C(، فـــان الحاويـــة =+++ i1  الصـــغرت تتكـــون مـــن

 :ينالدرب
i1i1s22s211 v,v,...,v,v,v:P +++  

ii1s2s41s42s412 v,v,...,v,v,v,v:P ++++  
 واضح أنومن ال

3is2)P()P( 21 +−==   

 وعليه فان
3is2)v,v(d i12 +−=                                                                   …..(6.3) 

1s2,...,3s,2siعندما تكون  +++=. 

 علىنحصل  (6.3)و  (6.2)من 


+

+=

+−
+

=

+
+

=

+=
1s2

2si

3is2
1s

2i

1i
1s2

2i

)v,v(d
xxx i12                                                      …..(6.4) 

i ،1s2i2وبما أنه لكل  يمة من  ي   + يكون ، 
)v,v(d)v,v(d 2it12i12 +−=                                                             …..(6.5) 

نســبة إلــى الــرؤوس للجهــة  1v، المســافات للــرأس iعطينــا، وبعــد التعــويض عــن  ــي فــان هــذه العلقــة ت
2s44s23s2المقابلة، أي الرؤوس v,...,v,v  .2بالعدد (6.4)ولهذا تضرب العلقة +++

 بقي أن نذكر أن:
3)v,v(d 2s212 =+  

 :، وهي1vللرأس  2-افة العرضيةوبالاعتماد على ما تقدم نحصل على متعددة الحدود للمس
s 1 2s 1

3 i 1 2s i 3

2 1 t

i 2 i s 2

W (v ,R ;x) x 2 x 2 x
+ +

+ − +

= = +

= + +                                      …..(6.6) 

 لمسافة العرضية فان:إلى ا منتظما بالنسبة tRولما كان
)x;R,v(W)2/t()x;R(W t1wtw =                                                 …..(6.7) 

3w2حيث  . 
 .وبهذا يت  البرهان.(6.1)على   (6.7)و (6.6)وأخيرا بالتعويض والتبسيط نحصل من 

 

2s، حيث t=4sإذا كانت  6.3:عبارة :فان ، 
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
+=

−

=

++=
s2

1si

is22
s

2i

i3

t2 xxtxxtxs2)x;R(W                                   …..(6.8) 

 البرهان:
 يمثل هذه الحالة. 6.2في الشكل tRلبيانا
 

      

  

 
 
 
 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 S4Rبيان واكنر  6.2الشكل
 

 1vللـرأس  2-فسوف نجد متعددة حـدود وينـر للمسـافة العرضـية 6.2 كما في إثبات العبارة
 .w-لمسافة العرضيةا إلىبالنسبة  بسبب انتظام البيان
s,...,4,3,2iإذا كان v,v(C(فان الحاوية الصغرت  = i1 تتكون من الدربين 

i3211 v,...,v,v,v:P  

iis22s21s212 v,v,...,v,v,v:P +++  
 

 واضح أن ومن ال
1i)P(,1i)P( 21 +=−=   

 2-وهكذا فان المسافة العرضية

s,...,4,3,2i,1i)v,v(d i12 =+=                                             …..(6.9) 

1s2v − 

1s2v + 2s2v + 

s4v 2v 1v 

1s3v + 
1sv + 

3s2v + 

s2v 

1s4v − 
1s3v + 
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s2,...,2s,1siوإذا كان  v,v(C(، فان الحاوية=++ i1  تتكون من الدربين الصغرت 
i1i2is21s211 v,v,v,...,v,v,v:P +++  

is2i1s2i2s2i1s4s412 v,v,v,v,...,v,v,v:P +++++−  

 وواضح أن
2is2)P()P( 21 +−==   

  2-وبهذا نحصل على المسافة العرضية

s2,...2s,1si,2is2)v,v(d i12 ++=+−=                                      …..(6.10) 

 نحصل على (6.10)و (6.9)وهكذا من 


+=

+−

=

+

=

+=
s2

1si

2is2
s

2i

1i
s2

2i

)v,v(d
xxx i12                                                        …..(6.11) 

s2i2كما نلحأ أن لكل  . 
)v,v(d)v,v(d 2it12i12 +−=                 …..(6.12) 

ــية ــافة العرضـ ــدود للمسـ ــددة الحـ ــان متعـ ــذلك فـ ــرأس  2-وبـ ــر رؤوس  1vللـ ــر جميـ ــرأس  tRمـ ــدا الـ ماعـ
1s2v v,v(d(3ولما كان (6.11)هي ضعد متعددة الحدود + 1s212  فان +=


+=

+−

=

+ ++=
s2

1si

2is2
s

2i

1i3

t12 x2x2x)x;R,v(W                                        …..(6.13) 

 وبهذا يت  البرهان. (6.8)نحصل على  (6.7)وباستخدام 
 

 في مبرهنة واحدة لسهولة الرجوع إليها.  6.3و 6.2يمكن أن نوحد العبارتين
 

 هي: tبرتبة  tRواكنر لبيان 2-متعددة حدود وينر للمسافة العرضية :6.4مبرهنة













+=+++

=++

=




+

+=

−+
+

=

+=

−

=

1s,2s4twhen,xxtxxtx)1s2(

2s,s4twhen,xxtxxtxs2

)x;R(W
1s2

2si

i1s22
1s

2i

i3

s2

1si

is22
s

2i

i3

t2         

 

x;R(W(باشتقاق t2  بالنسبة إلىx  وتعويضx=1  علـى النتيجـة  2.5.4نحصل من المبرهنـة
 الآتية:

 

 هو tRلبيان واكنر 2-دليل وينر للمسافة العرضية :6.5نتيجة
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





+=+++

=−+
=

1s,2s4twhen,3)7s9s2(s2

2s,s4twhen,)2/1s3s(s4
)R(W

2

2

t2
 

3wون الآن نعـــــــــــــالج حالـــــــــــــة كـــــــــ ــــ ، إمـــــــــــــا tقـــــــــــــي  ل نالتـــــــــ ــــحاوهنـــــــــــــا أيضـــــــــــــا لـــــــــــــدينا  =
2s4t +=،)1s(  أوs4t =، (2s ). 
 

2s4tإذا كانت  :6.6عبارة +=،1s فان ، 


+

+=

−
+

=

− +++=
1s2

2si

1i
1s

2i

is233

t3 xtxxtx)1s2()x;R(W                                  …..(6.14) 

 البرهان:
1s2i2عندما تكون  + فان الحاوية ،)v,v(C i1 :الصغرت هي المكونة من الدروب 

i3211 v,...,v,v,v:P  

i1i2i1s22s212 v,v,v,...,v,v,v:P ++++  

i1is21s42s413 v,v,...,v,v,v:P ++++  

 ومن الواضح أن
i3s2)P()P(,1i)P( 321 −+==−=   

1ii3s2ولما كان  −−+ 1، عندما تكونsi2 +. 
1si2فانه لأجل  + 

 

3is2)v,v(d i13 +−=                     …..(6.15) 

1i3is2ولما كان  −+−  1عندماs2i2s ++ فان ، 
1i)v,v(d i13 −=                                                                                 …..(6.16) 

ــدم فــــي  ــا تقــ ــية (6.16)و (6.15)ممــ ــددة الحــــدود للمســــافة العرضــ ــين الــــرأس  3-نجــــد أن متعــ  1vبــ
}1s2i2:v{والرؤوس  i + هي: 


+

+=

−
+

=

+−
+

=

+=
1s2

2si

1i
1s

2i

3is2
1s2

2i

)v,v(d
xxx i13                     …..(6.17) 

 ونلحأ أن
3)v,v(d 2s213 =+                                                                                 …..(6.18) 

1s2i2وأخيرا لبقية الرؤوس نلحأ أنه لكل  +فان ، 
)v,v(d)v,v(d 2it13i13 +−=                                       …..(6.19) 

v,v(d(والتي تعطينا i13 2لكلs4i3s2 ++. 
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نحصــل  (6.18)التــي تنــتج مــن  3xوبعــد جمعهــا مــر 2بالعــدد  (6.17)ولهــذا تضــرب العلقــة 
 على


+

+=

−
+

=

+− ++=
1s2

2si

1i
1s

2i

3is23

t13 x2x2x)x;R,v(W                                        …..(6.20) 

 وبهذا يت  البرهان. (6.14)وتبسيط المقدار نحصل على  (6.7)وأخيرا، بالاستناد إلى 
 

s4tإذا كانت  :6.7ةعبار  =،2s فان ، 
 


+=

−
+

=

− ++=
s2

2si

1i
1s

2i

is223

t3 xtxxtxs2)x;R(W                                        …..(6.21) 

 البرهان:
s2i2إذا كانت   فان الحاوية)v,v(C i1  لالاتيةذات أصغر طول تتكون من الدروب الثلثة: 

 

 

i1i1s2s21s212 v,v,...,v,v,v,v:P +−+ 

is2i1s2i2s2i2s41s4s413 v,v,v,v,...,v,v,v,v:P +++++−− 

 واضح أن:من ال
2is2)P()P(,1i)P( 321 +−==−=   

2is21iولما كان +−− 1عندماsi2 +فان ، 
2is2)v,v(d i13 +−=                                                                          …..(6.22) 

1i2is2لما كان و  −+−  عندماs2,...,4s,3s,2si  ، فان=+++
s2i2s,1i)v,v(d i13 +−=                                                        …..(6.23) 

نسـبة إلـى  1vللـرأس 3-نحصل علـى متعـددة حـدود وينـر للمسـافة العرضـية (6.23)و  (6.22)ومن 
}s2i2:v{الرؤوس  i :وهي ، 


+=

−
+

=

+−

=

+=
s2

2si

1i
1s

2i

2is2
s2

2i

)v,v(d
xxx i13                                                        …..(6.24) 

 أن 6.2 واضح من الشكلالمن     
3)v,v(d 1s213 =+                                                                                  …..(6.25) 

s2i2وأخيرا نلحأ أن لكل    
)v,v(d)v,v(d 2it13i13 +−= 

i3211 v,...,v,v,v:P
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s43s22s2نســبة إلــى الــرؤوس  1vللــرأس 3-وهــذه تعطينــا المســافة العرضــية v,...,v,v ++  
وتكــون 

 نجد أن (6.25)و  (6.24)وهكذا من  (6.24)متعددة الحدود لها مطابقة إلى 

3
s2

2si

1i
1s

2i

2is2

t13 xx2x2)x;R,v(W ++= 
+=

−
+

=

+−                                         …..(6.26) 

 وبهذا يت  البرهان. (6.21)نحصل على  (6.7)وباستخدام 
لبيان واكنر نجمر  3-جل تسهيل الرجوع إلى متعددة حدود وينر للمسافة العرضيةولأ

 :في المبرهنة الآتية 6.7و 6.6العبارتين

 

 هي:tRللبيان 3-متعددة حدود وينر للمسافة العرضية :6.8مبرهنة













+=+++

=++

=




+

+=

−
+

=

−

+=

−
+

=

−

1s,2s4twhen,xtxxtx)1s2(

2s,s4twhen,xtxxtxs2

)x;R(W
1s2

2si

1i
1s

2i

is233

s2

2si

1i
1s

2i

is223

t3       

 

 : 6.9 ةنتيج
ـــــ  بتـــــدقيق النظـــــر فـــــي أعلـــــى قـــــوة x;R(W(فـــــي  xلـ t2و)x;R(W t3  نجـــــد القطـــــر للمســـــافة

 هو: tRللبيان  3-و 2-العرضية
 

                                       

.....(6.24)     

       

 

 هو: tRلبيان واكنر  3-دليل وينر للمسافة العرضية : 6.10نتيجة





+=+++

=+−
=

2s4twhen,3)6t2st3(s

s4twhen,)6tst3(s
)

t
R(

3
W  

 

 

 

 

t
2

1
Rdiam

t3
=









+=

4

t
1Rdiam

t2
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