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ABSTRACT 

In this paper, we consider flow of thin liquid film on an inclined 

solid surface with an inclination angle  . We use the Navier-Stokes 

equations to obtain equations that govern such flow .We solve these 

equations analytically with an appropriate boundary conditions to determine 

the thickness of the film for different values of the inclined angle  . 

Keywords: flow, thin liquid film, inclined solid surface, Navier-Stokes 

equations. 

 جريان الغشاء السائل على سطح صلب مائل
 خضر محمد صالح خضر

 جامعة كركوك، كلية العلوم
 16/04/2007 تاريخ قبول البحث:             01/02/2007 ريخ استلام البحث:تا

 لملخصا
في هذا البحث تم التطرق إلى دراسة الجريان في الأغشيية الرييةية ىليى سيطب ميلل ما ي  

لنيو  ستوكس للحصول ىلى المعادلات التي تحكم هيذا ا – نافر. لةد استخدمت معادلات  بزاوية 
شروط حدودية ملا مية وععيد كليم تيم ح يا   باستخداممن الجريان وقد تم ح  هذه المعادلات تحليلياً 

 .   سمم الغشاء لقيم مختلفة لزاوية المي  

 .ستوكس – نافرمعادلات ، سطب ملل ما   ، الأغشية الرييةة، يانالجر الكلمات المفتاحية: 
    Introductionالمقدمة : 
( لل يييوا   لأيييا كهميييية كثيييير  فيييي ك يييير مييين Thin filmsميكانيكيييية الأغشيييية الرييةييية   إن

التطثيةات الصناعية كعمليات الطلاء وهي بصيور  ىامية تتنيون مين هيواء وسيا   ميا الشيد ال يطحي 
 Surface tension[.2( وقد كجريت العديد من الدراسات في هذا النو  من الأغشية ] 

 نحافييييية    (E.O. Tuck and L. W. Schwartz, 1990درس   إك
 الأغشيييييييييييييية الرييةييييييييييييية ال يييييييييييييا لة ىليييييييييييييى سيييييييييييييطب ميييييييييييييلل ميييييييييييييا وجيييييييييييييود الشيييييييييييييد ال يييييييييييييطحي ، ودرس  

  Igor. L. Kiakhandler and Gregory I. Sivashinsky, 1996  جرييان الأغشيية الرييةية ىليى )
 سطب ما   .  
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بدراسية  ( James. J. kriegsmann and Michael J. Miksis, 1998كميا قيام كي  مين   
الأغشيييية الرييةييية ىليييى سيييطب ميييلل ما ييي  ميييا وجيييود الشيييد ال يييطحي و الجاكبيييية وعاسيييتخدام ن ريييية 

 التزييت . 
خيوا  الشيروط الابتدا ييية (S. A. Suslov and A. J. Roberts, 1998) ودرس 

 ( Roman O. Grigoriev, 2002لنميييوكل التزيييييت لجرييييان الأغشيييية الرييةييية . كميييا درس  
 س غير الم تةر للأغشية الرييةة ىلى سطب ملل . خط التما

 ( جرييييان الأغشيييية D. Gao, N. B. Morley, V. Dhir, 2003ودرس  
 الرييةيييييييية ىليييييييييى سييييييييطب ىميييييييييودو وما ييييييييي  والتييييييييي تشيييييييييب  حركتأيييييييييا حركيييييييية الأميييييييييوال . كميييييييييا درس 

 Lou  kondic, Javier A. Diez, 2005حول حركة الأموال غير التافأية فيي الأغشيية الرييةية ) 
 الأغشيةدراسة الجريان اللزل في  إلىال ا لة الما لة ىند خط التماس . وفي بح نا هذا سوف نتطرق 

 ىلى سطب ملل. الرييةة ال ا لة والما لة بزاوية 
 

    Governing equations( المعادلات التي تحكم الجريان : 2.1)

 )(وعزاوييية مييي   الأىلييى إلييىى سييطب مييلل ىليي  يييبطءيتحييرك  ارييةيي  تأميي  غشيياء سييا لا
وكن الةيييول التيييي ت يييوق هيييذا النيييو  مييين الجرييييان هيييو الشيييد ال يييطحي كميييا كن قيييو  الجيييذ   الأفييي ىييين 

( . نفيييرن كن الغشييياء منيييت م فيييي 1-1كميييا موضيييب فيييي الشيييك    كيضيييا الغشييياء فييييتييي  ر  الأرضيييي
 .  (Transvers direction)الاتجاه الم تعرن 

ييي   ,wuيم ييي  الضيييغط و Pنن ليييت )دوال لي )tzx تمييي لان مركبيييات  ,wu كنحييييث  ,,
 يم   الزمن . tىلى الترتيل وكن  ,zxكلأحدا ي  باتجاهال رىة 

 :آلاتية ال طب الحر للغشاء بالصيغةليكن معادلة 
),( txhz =            …(2.2) 

ىليييى الترتييييل  x,zسيييتوكس للجرييييان ال نيييا ي البعيييد باتجييياه الاحيييدا ي  -معيييادلات نيييافير إن
 :  آلاتية تعطى بالصيغة
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        …(2.4) 

حييد  إهمييال ييا   لييزل وان قييول اللزوجيية تنييون هييي الم يييطر  ىلييى الجريييان يمكيين ال كنبمييا 
 : الصيغة آلاتية إلى( تختزلان 2.4( و 2.3  المعادلتينالةصور الذاتي وهكذا فأن 
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)sin(
2

2

 g
z

u

x

p
−




=




         …(2.5) 

)cos(g
z

p
−=




         …(2.6) 

  

 : آلاتية ال نا ي البعد لأا الصيغةكما كن معادلة الاستمرارية للجريان 
0=




+





z

w

x

u
          …(2.7) 

 

 

 

 

 

 
 

 (1.1)الشكل 
 مقطع عرضي لغشاء رقيق على سطح صلب مائل بزاوية  

 

    Boundary conditions( الشروط الحدودية : 3.1)
 ( ىلى ال طب الحر للغشاء Tangential stress conditions. شرط جأد الةص :  1

0=











=

sz

u
 hz  فأن    =  (3.2)…     ىندما    

 تم   القيم ىلى ال طب الحر للغشاء . sحيث كن : 
  Normal-stress condition. شرط الجأد العمودو : 2

2

2

x

h
p




−=  hz    فأن     =  (3.2)…        ىندما   

1يم   الشد ال طحي وكن   حيث كن 




x

h . 

g 

x 

( )txhz ,=  

z 
 

 
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  No-slip condition. شرط ىدم الانزلاق : 3
0=u z=0 فأن      (3.4)…            ىندما  

 تتبا الج يم ىلى ال طب الحر .. شرط المشتةة التي 4 
هييي المشييتةة التييي تتبييا الج يييم ىلييى  Material derivativeفالمشييتةة المادييية  المشييتةة التابعيية( 

 ال طب الحر وتعرف رياضياً بالصيغة : 
0=




+
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
+
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=

z
w

x
u

tDt

D
 

 ( بالصيغة :2.2يمكن كتابة معادلة ال طب الحر للغشاء  
),(),,( txhztzxF −=  

 كو كن : اال طب الحر يم   خط ان يا  فأن المشتةة المادية ت اوو مفر  كنبما 
0=
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hzىندما  =   
0=+
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−
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
− w

x

h
u

t

h            …(3.5) 
hzىندما  (3.5)وتعويضأا في المعادلة  zبالن بة الى  (2.7)وعتنام  المعادلة  نحص  ىلى  =

: 
0=




−




−


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−

x

u
h

x

h
u

t

h   

0)( =

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−




− uh

xt

h                                                 

)(uh
xt

h




=




−            …(3.6) 

 

 شتقاقات والتكاملات اللازمة لإيجاد المعادلة التي تحكم الجريان : الأ( 4.1)
 فنحص  ىلى : z إلىبالن بة  )(2.6ننام  المعادلة 

),()cos(),( 1 txfzgtxp +−=           

…(4.2) 

  ابت التنام  .  1fحيث كن : 
hzىندما  (3.3)ما الشرط الحدو  (4.2)بمةارنة المعادلة   نحص  ىلى : =

),()cos( 12

2

txfhg
x

h
+−=




−   
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hg
x

h
txf )cos(),(

2

2

1  +



−=           …(4.3) 

 فنحص  ىلى :   (4.2)في المعادلة  (4.3)نعون المعادلة 

hg
x

h
zgtxp )cos(

2

2
)cos(),(  +




−−=         …(4.4) 

 فنحص  ىلى : x إلىبالن بة  (4.4)نشت  المعادلة 
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
)cos(

3
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          …(4.5) 

 فنحص  ىلى : (2.5)ة ما المعادل (4.5)نةارن المعادلة 
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2
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          …(4.6) 

 فنحص  ىلى : z إلىبالن بة  (4.6)ننام  المعادلة 
),(2)(cos
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        …(4.7) 

  ابت التنام  . 2fحيث كن 
hzىندما  (3.2)باستخدام الشرط الحدو   نحص  ىلى : (4.7)في المعادلة  =

),()cos()sin(0 23
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 فنحص  ىلى : (4.7)في المعادلة  (4.8)نعون المعادلة 
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 فنحص  ىلى : z إلىبالن بة  (4.9)ننام  المعادلة 
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  ابت التنام  .  3fحيث كن 
 نحص  ىلى : (4.10)في المعادلة  z=0ىندما  (3.4)باستخدام الشرط الحدو 

0),(3 =txf           …(4.11) 
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hzىندما  (4.10)في المعادلة  (4.11)نعون المعادلة   لى :نحص  ى =
2
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 نحص  ىلى : hوعضرعأا في  ىلى  (4.12)بة مة المعادلة 
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 نحص  ىلى : xبالن بة الى  (4.13)نشت  المعادلة 
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 نحص  ىلى : (4.14)في المعادلة  (3.6)بتعويض المعادلة 
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  Steady stateالحالة اللازمنية :  (5.1)
 : آلاتية ( تصبب بالصيغة4.15في حالة الجريان اللازمني فأن المعادلة  
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في  (5.3)نضر  المعادلة 
g
2  : فنحص  ىلى 
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 التي تحكم الجريان . الأساسيةهي المعادلة  (5.4)وكن المعادلة 
 

  variables  Non-dimensionalالمتغيرات اللابعدية : (6.1) 
)بدلالة المتغيرات اللابعدية  ,hxتعرف المتغيرات  ) f, [ : 1] وكما يأتي 
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 ىلى :  فنحص  (5.4)في المعادلة  (6.2)نعون المعادلة 
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2في  (6.3)بضر  المعادلة 
3−















g

 حص  ىلى : ن 
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fffff

x
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 فنحص  ىلى :  (6.4)ننام  المعادلة 
( ) ( ) Hfffff =−+ 333 cossin         …(6.5) 

)لحلول التي لأا خط اتصال حيث سنركز اهتمامنا ىلى ا الآن  ) 00 =f . 
تةاء ال ا   ما سطب هو خط كو نةطة ال Contact lineوان خط الاتصال  خط التماس(  

 .  كخرملل كو سا   
فان سمم الغشياء  →−كذلم ىندما  =0خط الاتصال يةا ىند  كننفترن  

فييييان  →−فانيييي  ىنييييدما  الغشيييياء يييييوازو الاحييييدا ي  كنيةتيييير  ميييين الواحييييد   ولنيييين بمييييا 
( ) ( ) 0=−=− ff  0وهكذا فان=H  وعة يمة المعادلية ىليى  (6.5)في المعادلية

3f  آلاتية الصيغة إلىتختزل : 
( ) ( ) sincos =− ff          …(6.6) 

 فنحص  ىلى :  (6.6)ننام  المعادلة 
( ) ( ) 1cos sinf f A  − = +         …(6.7) 

 هو :  (6.7)وان الح  العام للمعادلة 
( ) ( ) ( ) ( )

( )
 

cos
tan 1cos

2
cos

1

A
ececf −−+=
−      …(6.8) 

 الشروط الابتدا ية :
00 == f   
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15 =−= f  

 نعون الشروط الابتدا ية في الحال العام فنحص  ىلى : 
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )






coscos

cos11

2

coscos
tan1

ee

e
AA

c
−

−++

=
−

 

( ) 2
1

1
cos

c
A

c −=


 

12بتعويض ال وابت  ,cc  نحص  ىلى :  (6.8)في الح  العام 

( )
( )

( ) ( ) ( )
( )




 

cos
tan

cos

1cos
2

cos
2

1 A
ecec

A
f −−+








−=

−  …(6.9) 

11ىنيدما  (1.2)موضحة في الشيك   (6.7)حلول المعادلة  إن =A  ولقييم


,
9

4
,

4
,

9
  .

يوضب ىندما  (1.3)والشك  
2

1
1 =A ولقيم 


,

9

4
,

4
,

9
  . 

 

 

 

 

 

 
 
 (1.2الشكل )

)يمثل منحنيات الحلول للمستوي  )f,  11عندما  (6.9)للمعادلة =A ولزوايا  
 
 
 
 

f

 



 

9



 

9

4

 

4


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 (1.3الشكل )
)يمثل منحنيات الحلول للمستوي  )f, عندما  (6.9)لة للمعاد

2

1
1 =A  ولزوايا 

 Conclusionsالاستنتاجات : 
فييي دراسييتنا للجريييان للازمنييي للأغشييية الرييةيية ال ييا لة ىلييى سييطب مييلل ما يي  تثييين ميين 

اويية حلول المعادلة التي تحكم هذا الجريان بان سمم الغشياء يصي  إليى اقي  ميا يمكين ىنيدما تنيون ز 
 الموجبة . الميلان اق  ما يمكن لقيم 

بالتذبييذ  إلييى إن يصيي  ييمتيي  المحاكييية كو انيي   ال ييالبة فييان سييمم الغشيياء بييدك ييييم إمييا 
 .f→1فان  →−ىندما 

 
 
 
 
 

f  

  9


 

9

4
 

4


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