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ABSTRACT 

The basis number of a graph  G  is  defined to be the least integer  k  such that  G  

has  a  k-fold cycle  basis.  We investigate the basis number of symmetric difference of 

K2 with a ladder graph Lm , a circular ladder, and a Möbius ladder.  
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 مع بعض بيانات السلالم 2Kالعدد الأساس للفرق التناظري للبيان 
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 ، الموصل، العراقجامعة الموصل
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 الملخص

هنالك  بحيث إن kبأنه أصغر عدد صحيح موجب  Gلبيان  b(G)(basis numberالعدد الأساس ) يعرف
 2K. في هذا البحث قمنا بحساب العدد الأساس للفرق التناظري لبيان Gلدارات للبيان لفضاء ا k قاعدة ذات ثنية
 .mMLوسلم موبيس ،  mCLوبيان سلم الدارة  ،mLمع بيان السلم 

 ، بيان السلالم.2Kالعدد الأساس، الفرق التناظري، بيان الكلمات المفتاحية: 

 المقدمة  .1

ة العدد الأساس لبعض البيانات الخاصة ولبعض العمليات المعرفة في السنوات الأخيرة زاد الاهتمام بدراس
بياناً متصلًا  Gليكن . [5]و [4]، بالنسبة للمصطلحات غير المعرفة راجع المصدرين [1,2,3,6]على البيانات 

 Sيقابل  )𝑎𝑞,…,2𝑎,1𝑎(يوجد متجه  G من حافات Sفإن لكل مجموعة جزئية  𝑒𝑞,…,2𝑒,1𝑒 هحافات، ومنتهياً 
1بحيث إن 

i
a إذا كانSei  0وia  إذا كانSe

i
 لكل i=1,2,…,q . هذه المتجهات تكوّن فضاء

على الحقل  qمتجهات ذات البعد  
2Z بيان مع الفضاء المتجهات المقترن ، ويطلق عليهG ويرمز له بالرمز 

q)2(Zالمتجه الصفري من . q)2(Z 0يرمز له بالرمز


تولد فضاء متجهات  Gالتي تقابل دارات  q)2(Z. متجهات 
أو اتحاد  Gيمثل إما دارة في  C(G). كل متجه في C(G)ه ويرمز ل G للبيان فضاء الداراتجزئي يطلق عليه 

، ومن النتائج المعروفة في نظرية البيان أن بعد فضاء الدارات لبيان ا بالنسبة للحافاتدارات منفصلة عن بعضه
 .هو عدد حافاته qو  Gهو عدد رؤوس البيان  pإذ إن  q-p+1هو  Gمتصل 
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 هي على النحو الآتي :  C(G) إن طريقة إيجاد قاعدة لفضاء الدارات
  T+e يكون البيان الجزئي عندئذ   G-Tتمي إلىحافة تن e إذا كانتف؛   Gأية شجرة مولدة في  Tلتكن

 T)-(G؛ إذ إن  p+1-q هو eCعدد هذه الدارات  واضح أن e. C  يرمز لها بـ بالضبط على دارة واحدة  محتوياً 
e ∈ تشكل قاعدة لفضاء الدارات  وأنهاC(G) . 

 لا Gحافة من حافات  اذا كانت كل-k (k-fold) انها ذات ثنية  C(G)لفضاء الدارات  B للقاعدة ليقاو 
  .Bالدارات  في القاعدة من   kكثر من في أتظهر 
 بحيث إن kبأنه أصغر عدد صحيح موجب  Gلبيان    [9](basis numberساس )لأالعدد ا يعرفو 

)(GC له قاعدة ذات ثنية–k  القاعدة المطلوبة؛ وهذه القاعدة تسمى )required basis( عدد الأساس ويرمز لل
 . b(G)بالرمز  Gللبيان 

 . [8]أن يعطي القيد الأعلى للعدد الأساس عندما يكون البيان مستوياً  1937 استطاع مكلين في عام

نه البيان الذي مجموعة ويعرف بأ، G∆Hيرمز لها بالرمز  Hو Gلبيانين  : الفرق التناظري [7] (1.1تعريف )
 ته هي ومجموعة حافا ، V(G) × V(H)رؤوسه هي 

E(G∆H) = {(u1,u2) (v1,v2) : u1v1∈ E(G) or u2v2∈ E(H)   but not both }.  

 هو  G∆Hن عدد حافات البيان إ
|E(G∆H)| =|E (G)| × |V(H)|2 +|E(H)|× |V(G)|2  – 4 |E(G)| × |E(H)| 

               =q1 p
2
2

+ q2 p
2
1

 – 4 q1 q2. 

 على التوالي أيضاً.  Hو G عدد حافات البيان q 2و 1q على التوالي و Hو Gعدد رؤوس البيان  2pو  1pإذْ إن 
ومجموعة ، }i=1,2,…,m}i𝑣,i𝑢: البيان الذي مجموعة رؤوسه هي هو (ladder graph) السلّمبيان 
 .1.1 الشكل  ، لاحظmLويرمز له   ،}i=1,2,…,m}i𝑣i𝑢{∪1}-: i=1,2,…,m i+1𝑣i𝑣,i+1𝑢i𝑢: حافاته هي

 
 

 

 

 
 
 

 
 و  𝑢m 1𝑢   بإضافة الحافتين m Lوهو البيان الناتج من بيان السلم (circular ladderسلّم الدارة ) بيان

𝑣m 1𝑣   ويرمز لهmCL  2.1 .، لاحظ الشكل  
 
 
 
 
 
 

 mL بيان السلم 1.1الشكل 

 . . . 

 . . . 

𝑣m−1 
 

𝑣m 3𝑣 1𝑣 2𝑣 

1𝑢 3𝑢 2𝑢 
𝑢m−1 𝑢m 

 mCLبيان سلم الدارة  2.1الشكل 

1-m𝑣 m𝑣 3𝑣 

 

2𝑣 

 1𝑢 3𝑢 2𝑢 1-m𝑢 m𝑢 

1
𝑣 

 .  .  . 

 .  .  . 
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  𝑣m1𝑢 بإضافة  الحافتين  mLهو البيان الناتج من بيان السلم  (Möbius ladderسلّم موبيس ) بيان
 .3.1لاحظ الشكل،  mML ويرمز له  𝑣1m𝑢 و

 
 
 
 

 

 mLمع بيان السلم  2K. العدد الأساس للفرق التناظري لبيان  2

. نلاحظ أن عدد رؤوس البيان mLمع بيان السلم  2Kنجد في هذا البند العدد الأساس للفرق التناظري لبيان 
mL ∆ 2K  4هوm  24وعدد حافاته هيm،  وأن 

dim C (K2 ∆ Lm) = (2m-1)2. 

يصبح  1.1فردية فالشكل  m, فإذا كانت  1.1سوف نقوم بإعادة ترميز رؤوس بيان السلم المبين في الشكل 
 2.2 . يصبح بالشكل  1.1زوجية فالشكل   mوإذا كانت  1.2بالشكل 

 
 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 بالرمز 2K سيونرمز لرأ,   i=1,2,…,2m, لكل   i-1 بالرمز i𝑢نرمز للرأس  2.2والشكل  1.2من الشكل 
  مجزأة إلى m∆ L 2K عندئذ تصبح رؤوس   0,1

{ (0,0) ,(0,1) ,…,(0,2m-1)} ∪{ (1,0),(1,1), …,(1,2m-1)} 

 . j= 0,1,2,…,2m-1لكل  j+1y  بالرمز( j,1) وللرأس j+1x بالرمز( j,0) وأخيراً , نرمز للرأس

 . mL ∆ 2b(K≥ ( 4فإن  m ≥ 7لكل  :(1.2) مبرهنة

 :على النحو الآتي mL ∆ 2Kمجموعة الدارات الآتية في البيان نأخذ  :البرهان
B = B(K2 ∆ Lm) = ⋃ 𝐵15

i=1 i 

. . . 

. . . 

 mMLسلم موبيس بيان  3.1الشكل 

𝑣m−1 𝑣m 3𝑣 1𝑣 2𝑣 

1𝑢 3𝑢 2𝑢 𝑢m−1 𝑢m 

 عدد فردي . m, إذ إن   1.2الشكل

 . . . 

 . . . 
𝑢2m−3 

 

𝑢2m 
6𝑢 2𝑢 3𝑢 

1𝑢 5𝑢 4𝑢 
𝑢2m−2 𝑢2m−1 

 عدد زوجي . m, إذ إن   2.2الشكل

 . . . 

 . . . 

𝑢2m−2 𝑢2m−1

− 
6𝑢 2𝑢 3𝑢 

1𝑢 5𝑢 4𝑢 
𝑢2m−3 𝑢2m 
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 ن إذ إ
B1 = { xi yj xi+1 yj+1 xi  ;   i=1,3     and     j= i+4 ,i+5,…,2m-1}, 

B2 = { x2m-1 yj x2m yj+1 x2m-1  ;   j= 1,2,…,2m-5}, 

B3 = { xi yj xi+1 yj+1 xi  ;   i=2,4     and     j= i+5 ,i+6,…,2m-1}, 

B4 = { xi yj xi+1 yj+1 xi  ;   i=2m-3,2m-2     and     j= 1,2,…,2m-7}, 

B5 = { x2m-4 yj x2m-3 yj+1 x2m-4  ;      j= 1 ,2,…,2m-9}, 

B6 = { xi yj xi+1 yj+1 xi  ;  i=5,7,…,2m-5 and j= 1,2,…,i-4,i+4,i+5,…,2m-1}, 

B7 = { xi yj xi+1 yj+1 xi  ; i=6,8,…,2m-6 and  j= 1,2,…,i-5,i+5,i+6,…,2m-1}, 

B8 = { xi  xi+1 yi+1  yi  xi  ;   i=1,2,…,2m-1}, 

B9 = { xi  xi+1 yi+3  yi+2  xi  , yi  yi+1 xi+3  xi+2  yi  ; i=1,2,…,2m-3} , 

B10 = { x2m  yi  yi+1   x2m  ,   y2m  xi  xi+1   y2m  ; i=2,4,…,2m-6} , 

B11 = { x1 yi xi+2 y1 xi+1 yi+1 x1    ;  i = 6,8,…,2m-4}, 

B12 = { x1  yi  yi+3  x1  ,    y1  xi  xi+3  y1  ; i=3,5,…,2m-3}  ∪   C1, 

B13 = { x2m  yi  yi+3  x2m  ,    y2m  xi  xi+3  y2m  ; i=1,3,…,2m-5}, 

B14 = { xi  yi+2  yi+5  xi+3 xi    ; i=1,3,…,2m-5}, 

B15 = { xi  yi+2  yi+3  xi+3  xi  ,  yi  xi+2  xi+3  yi+3 yi  ; i=1,3,…,2m-3} ∪ ( ⋃ C4
i=2 i).  

 ن إذ إ
C1 = {x1 y2m-1 x2m-1 y1 x1}, 

C2 = { x2 x3 y1 y4 x2 },   

C3 = {x1 x4 y2 y1 x1 }, 

C4 = {y1 y4 x2 x1 y1 }. 

 من الواضح أن
|B1| = 4m-12 ,                                           |B2| = 2m-5 ,      

|B3| = 4m-16 ,                                           |B4| = 4m-14 ,                             

|B5| = 2m-9 ,                                             |B6| = (m-4) (2m-8) = 2m2 -16m +32, 

|B7| = (m-5) (2m-10) = 2m2-20m + 50 ,   |B8| = 2m-1 , 

|B9| = 4m-6 ,                                             |B10| = 2m-6 , 

|B11| = m-4 ,                                              |B12| = 2m-3 , 

|B13| = 2m-4                                              |B14| = m-2 , 

|B15| = 2m +1 , 
∴| B(K2∆Lm) | = ∑ |𝐵15

i=1 i| = (2m-1)2 = dim C (K2 ∆ Lm) . 
 

⋃iمـن الواضـح أن    ،مستقلة خطيـاً  mL∆2B(K(الآن نبرهن أن  𝐵7
i=1  وذلـك لأنهـا  تشكــــــــل  ؛خطيـاً مســـتقلة

ـــاء ) ـــونة مــن   2m,2mK)Cقـــــــاعـــدة جـــزئية مــن فضــــــــ ـــدارات كــل المكــــــ  [9]لكــل ixj+1 y i+1x jy ix لبالشــكالــــ

1-i,j=1,2,…,2m 8, كمــا أنB   ً2 وذلــك لأنهــا تمثــل حــدود بعــض أوجــه البيــان المســتوي  ؛مســتقلة خطيــاmP×2K 

ــاً  9B, كمــا أن  mL∆2Kالــذي هــو بيــان جزئــي مــن  ـــتقلة خطي ـــمثل حــدود أوجــه  البيــان  ؛مجمـــوعة مسـ وذلــك لأنهــا ت
وكمـا موضـح فـي  ،مستقلة خطيـا  للسـبب السـابق نفسـه  10B(, كذلك 3.2شكل )الجزئي المــستوي وكما موضح في ال

ـــــــتقلة خطيــــــاً  9B ∪ 8B(, وأن 4.2الشــــــكل ) لكــــــل  ــــــيم    iyixتحـــــــوي علــــــى حـــــــافات بالشــــــكل   8Bوذلــــــك لأن  ؛مسـ
i=1,2,3,…,2m  9التي لا توجد في أي تركيب خـطي للـدارات فـيB 10, وأنB ∪ )9B ∪ 8B؛اً ( مســـــــتقلة خطــــي 

التـي لا توجـد فـي أي   i= 2,3,…,2m-5لكل  يم  ix2myأو  iy2mxتحــــــــوي على حافات بالشكل   10Bوذلك لأن 
وذلـك لأنهـا  ؛مسـتقلة خطيـاً  14Bو  B 13و 12Bو  11Bمـن  , كـذلك دارات كـل9B ∪ 8Bتركيـب خطـي للـدارات فـي 

تحـوي   11Bوذلـك لأن  ؛( مسـتقلة خطيـاً  11B∪ )10B∪9 B ∪ 8B كمـا أن ،تمثـل دارات منفصـلة بالنسـبة للحافـات
 B∪9 B 10التـي لا توجـد فـي أي تركـــيب خطـي للـدارات فـي i=6,7,…,2m-3لكـل  ـيم   iy1xعلى حافات بالشكل 
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∪ 8B  15, كذلكB  ًحدها كتركيـب  خطـي مـن الـدارات الأخـر  ألأنه لا يمكن كتابة وذلك  ؛مجمـوعة مســتقلة خطيا، 
ــدارات لا يســاوي متجهــاً صــفرياً  ن أي تركيــب خطــي مــنإ :أي ــاً  13B ∪ 12Bوأن  ،هــذه ال ـــتقلة خطي وذلــك لأن  ؛مسـ
12B   تحــــوي علـــى حــــافات بالشـــكلiy1x  أوix1y  1لكـــل  ـــيم-i=3,5,6,7,…,2m  التـــي لا توجـــد فـــي أي تركيـــب

ـــتقلة خطـــياً  15B ∪ 14B وأن ، 13Bخطــي للــدارات فــي  ـــحوي علــى حافــات بالشــ  15Bوذلــك لأن  ؛مســ   iy ixكل تـ
ـــم   ∪( 15B ∪ 14B, كمــا أن )  14Bالتــي لا توجــد فــي أي تركيــب خطــي للــدارات فــي   i= 4,6,…,2mلـــكل قيـــــــ

)13B ∪ 12B ً13وذلك لأن أي تركيب خطـي للـدارات فـي  ؛( مستقلة خطياB ∪ 12B   تحــوي علـى حـافـــــات بالشـكل
iy 2mx  أوix 2my   2,…,1,3,4,5-4لكـل  ـيمm i=  15لا تـــــــوجد فـي أي تركـــــــيب خطــــــــــي للـدارات فـي  والتـيB 

∪ 14B15( , كــــــــــذلكB∪14B∪  13B ∪ 12(B ∪   (11B   ∪10B∪ 9B ∪ 8B ًـــــــــــتقلة خطيــــــــــا وذلــــــــــك لأن        ؛( مســــ
15B   ∪14B∪ 13 B ∪ 12B   تحـوي علـى حـافـــــــات بالشـكلi+3x ix  أوi+3y iy 3 لـــكل قيــــم-i= 1,3,5,…,2m 

⋃iوعليـه فـإن   ,B ∪10B∪9 B ∪ 8B  11والتـي لا توجـد فـي أي تركيـب خطـي للـدارات فـي B15
i=8  مجموعـة مسـتقلة

⋃iوأخيــــراً   ) ،خطيــــاً  B15
i=8(⋃ (i⋃ B7

i=1 ًـــــتقلة خطيــــا ⋃i وذلــــك لأن ؛( مجموعــــة مســ B15
𝑖=8  ـــــافات تحــــوي علــــى حـ

ـــم  i+1y iyأو   i+1xi xبالشــكل  ـــيب خطـــي للــدارات فــي  ,2mi= 1,…,2-1 لكـــل قيــــــ التــي لا توجــد فــي أي تركـ
i⋃ B7

i=1  لـــذلك فــإنi⋃ B15
i=1  مســـتقلة خطـــياً وعليــه فــإن)mL∆2B(K   مســــــتقلة خطيــاً ولهــذا  تشـــــــكل قـاعــــدة للبيــان

mL ∆ 2K . 
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 لتكن  ، mL ∆ 2B =B(K (الآن بقي أن نجد الثنية للقاعدة 
M1 = ⋃ B7

i=1 i  , M2 = ⋃ B15
i=8 i    

 تية :الى المجموعات الآ mL∆2K الثنية نقوم بتجزئة حافات البيانولإيجاد 
L1 = { xi  xi+1    ; i = 2,3,…,2m-5,2m-3  , yj yj+1    ; j= 3,4,…,2m-5,2m-3 } , 

L2 = { xi  xi+1    ; i = 1, 2m-4 ,2m-1  , yj yj+1    ; j= 1, 2, 2m-4,2m-1 } , 

L3 = { x2m-3 x2m   ,  x2m-2  x2m-1    , y2m-2 y2m-1  } , 

L4 = { xi  yi     ; i= 1,4,6,8,…,2m-2} , 

L5 = { xi  yi     ; i= 2,3,5 } , 

L6 = { xi  yi    , y2m-3y2m  ; i= 7,9,…,2m-1,2m } , 

L7 = { xi  yi+2    , y1  x3    ; i=1,2,3,5,7,…,2m-5 } , 

L8 = { xi  yi+2  ; i =4,6,…,2m-4 ,2m-3 ,2m-2 , yj  xj+2    ; j= 2,3,5,6…,2m-3} , 

L9 = { x1  yi    ; i = 6,7,…,2m-3 , y1  xj     ; j= 7,8,…,2m-2} , 

L10= { x1  yi    ; i = 5, 2m-2,2m-1 , y1  xj     ; j= 5,6,2m-1} , 

L11 = { x2m  yi     , y2m xi     ; i= 3,4,…,2m-5 } , 

L12 = { x2m  y2     , y2m x2   ,  x2m  y2m-4     , y2m x2m-4  } , 

L13 = { xi  xi+3     , yi  yi+3    ; i= 1,3,…,2m-5 } , 

L14 = { x2m y1 , y2m x1}, 

L15 = {yi xi+2   ; i = 4, 2m-2 }, 

L16 = E (K2 ∆ Lm) \ ⋃ L15
i=1 i . 

 

 
 

ـــــــــــان ـــــــــــة فـــــــــــي البي ـــــــــــة لكـــــــــــل حاف ـــــــــــإن الثني ـــــــــــه ف ـــــــــــد عـــــــــــن  mL∆2K وعلي ـــــــــــي القاعـــــــــــدة  4لا تزي ،   mL∆2B(K(ف
 #وبهذا يتم البرهان .     b( mL ∆2K) ≤ 4ن إأي 

 mCLمع بيان سلم الدارة  2Kن . العدد الأساس للفرق التناظري لبيا 3

. نلاحـظ أن عـدد رؤوس mCLمع بيان ســـــلم الـدارة  2Kنجد في هذا البند العدد الأساس للفرق التناظري لبيان 
 وأن 24mوعدد حافاته هي  4mهو  mCL∆2Kالبيان 

   dim C (K2∆CLm) = (2m-1)2 . 

 على النحو الآتي:،  mL∆2K يمكن أن نحصـــل عليه من بيان  mCL∆2Kونلاحظ أن البيان 
واســـــتبدالها بالحافــــــات      2mx 2,  y2my 2,  x1-2mx 1, y1-2my1 xحـذف الحافــــــات قـوم بن: فرديتة mإذا كانت  : أولا 
2my 2, y2m x 2, x1-2my 1,  y1-2mx1 x. 
 اتــــها بالحافــواستبدال 2mx 2,  y 1-2my 2,  x2mx 1, y2my1 x-1ات ــــذف الحافــنقوم بح: زوجية m : إذا كان ثانياا 

1-2my 2, y1 -2mx 2, x2my 1,  y2mx1 x. 

 .4mCL∆2b(K ≥ (ن إف ، m ≥ 7 عدد فردي  لكل (:1.3مبرهنة )

 :على النحو الآتيتكون  mCL∆2Kن مجموعة الدارات في البيان إالبرهان: 
B (K2∆CLm) = (B(K2∆Lm)\ ⋃ C9

i=1 i ) ∪ (⋃ 𝑆9
i=1 i) . 
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⋃i نإ إذ C9
i=1 هي الــــدارات التي تنتمـــي للقـاعـــدة) mL∆ 2B(K  2-1   ,وتحتــــوي علـى الحافـــاتmx 1, y1-2my1 x 

2mx 2,  y2my 2x   ن إو 
 C1 = { x1  y2m-2  x2 y2m-1 x1 } ,          C2 = { x1  y2m-1  x2 y2m x1 } , 

C3 = { x2  y2m-1  x3 y2m x2 } ,             C4 = { x2m-2  y1  x2m-1 y2  x2m-2 } , 

C5 = { x2m-1 y1   x2m y2 x2m-1 } ,         C6 = { x2m-1 y2  x2m y3 x2m-1 } , 
C7 = { x2m y2  y3 x2m } ,                    C8 = { y2m x2  x3  y2m } , 
C9 = { x1 y2m-1  x2m-1 y1 x1 } , 

 ن إو 
S1 = { x2 x2m x2m-3 y2m-1 x2 } ,           S2 = { y2 y2m y2m-3 x2m-1 y2 } , 

S3 = { x1 x2m-1 x2m-2 y2m x1 } ,           S4 = { y1 y2m-1 y2m-2 x2m y1 } , 

S5 = { x2 y2 y3  x2m x2 } ,                  S6 = { y2 x2  x3 y2m y2 } , 

S7 = { y1 y2 x2m-1 y2m-1 y1 } ,             S8 = { x1 x2 y2m-1 x2m-1 x1 } , 

S9 = { x1 y2m-2 y2m-1 y1 x1 } , 

 من الواضح أن 
|B(K2∆CLm)| = (2m-1)2  = dim C (K2∆CLm). 

⋃iمن الواضح أن   ،مستقلة خطياً  mCL∆2B(K(الآن نبرهن أن  C9
i=1 \)mL∆2B(K  ًوذلـك  ؛مسـتقلة خطيـا

⋃iوأن  ،mL∆2C(K(لأنها قاعدة جزئية من فضاء  S9
i=1 حـدها كتركيـب  ألأنـه لا يمكـن كتابـة ذلـك و  خطياً؛ مستقلة

⋃iوأن ) ،ن أي تركيب خطي من هـذه الـدارات لا يسـاوي متجهـاً صـفرياً إ :خطي من الدارات الأخر  أي S9
i=1 ∪ ( 

)i⋃ C9
i=1 \) mL∆2B(K )  ًوذلك لأن أي تركيـب خطــي للـدارات فـي ؛تكون مستقلة خطيا   i⋃ S9

i=1   تحـوي علـى
التـي لا توجـد فـي أي تركيـب خطـي للـدارات فـي   2my 2yأو 2m    x 2xأو   2my 1y-1  أو 2mx 1x-1 شــــكلحافـات بال

i⋃ C9
i=1 \) mL∆2B(K وعليه فإن) mCL∆2B(K  للبيانمســــتقلة خطــــياً ولذلك فهـي قاعــــــــدة mCL∆2K . 

 لتكن،  = mCL∆2B(K B (الآن بقي أن نحسب الثنية للقاعدة 
M1 = B(K2∆Lm) \ ⋃ C9

i=1 i       ,            M2= ⋃ S9
i=1 i 

 وبما أن . mCL∆2Kولحساب الثنية نقوم بتجزئة حافات البيان 
B (K2∆CLm) = (B(K2∆Lm)\ ⋃ C9

i=1 i ) ∪ (⋃ S9
i=1 i) 

⋃iإذن سوف نقوم بتجزئة حافات الدارات في  S9
i=1 تية: إلى المجموعات الآ 

H1 = { x1 x2m-1  ,  y1 y2m-1   , x2 x2m    , y2 y2m }, 

H2 = { x1 y1  ,  y2m y2m-3 , x1 y2m-2 }, 

H3 = { xi  xi+1  ,  yi  yi+1  ; i = 1, 2}, 

H4 = { xi yi+2  ,  yi xi+2   ; i = 2m-3 ,2m-2 }, 

H5 = { x2m  yi  ,  y2m xi  ; i = 1,3 }, 

H6 = { xi  yi   ;  i = 2, 2m-1}, 

H7 = { x2 y2m-1  ,  y2 x2m-1  }, 

H8 = { x2m-2 x2m-1  ,  y2m-2 y2m-1 , x2m x2m-3}, 

H9 = E (K2∆CLm) \ ⋃ 𝐻8
i=1 i . 

 

  e∈H9   e ∈ H8 e ∈ H7 e ∈ H6 e ∈ H5 e ∈ H4 e ∈ H3 e ∈ H2  e ∈ H1  
≤ 4 = 2 = 1 = 2 ≤ 3 ≤ 3 ≤ 3 ≤ 3 = 0 )(

1
efM  

= 0 ≤ 2 = 2 = 2 = 1 = 1 = 1 = 1 ≤ 3 )(
2

efM  

≤ 4 ≤ 4 = 3 = 4 ≤ 4 ≤ 4 ≤ 4 ≤ 4 ≤ 3   )(efB  

 

 :           نأأي  ،)mCL∆2KB( في القاعدة 4لا تزيد عن  mCL ∆2Kوعليه فإن الثنية لكل حافة في البيان 
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4 ≥ (mCL∆2K )b وبهذا يتم البرهان          .# 

 . mCL ∆ 2b(K   4 ≥ (فإن  m ≥ 8 لكل عدد زوجي  (:3.3مبرهنة )

 تكون على النحو الآتي: mCL∆2Kإن مجموعة الدارات في البيان البرهان: 
B (K2∆CLm) = (B(K2∆Lm)\ ⋃ C12

i=1 i ) ∪ (⋃ S12
i=1 i) . 

⋃i إذ إن C12
i=1  هي الــــدارات التي تنتمـــي للقـاعــــدة) mL∆ 2B(K 2 وتحتــــوي علـى الحافـــات,  x 2mx 1y, 2my1 x 

1-2mx 2,  y 1-2my ،  وإن 
C1 = { x1  y2m-2  x2 y2m-1 x1 } ,              C2 = { x1  y2m-1  x2 y2m x1 } , 

C3 = { x2  y2m-1  x3 y2m x2 } ,                 C4 = { x2  y2m-2   x3  y2m-1 x2 } , 
C5 = { x2m-2  y1  x2m-1 y2  x2m-2 } ,          C6 = { x2m-2  y2  x2m-1 y3  x2m-2 } , 

C7 = { x2m-1 y1   x2m y2 x2m-1 } ,             C8 = { x2m-1 y2  x2m y3 x2m-1 } , 
C9 = { x1  y2m-3  y2m x1 } ,                  C10 = { y1  x2m-3  x2m  y1 } , 
C11 = { x2m  y1  y4  x2m } ,                  C12 = { y2m  x1  x4  y2m } . 

 ن إو 
S1 = { y1 x2m-1 x2 y2m y1 } ,                    S2 = { x1 x4 y2 x2m x1 } , 

S3 = { x2m x1 y2m-2  x2m } ,                      S4 = { y2m x2 x2m-1  y2m-3 y2m } , 

S5 = { x2m y2  y2m-1 x2m-3 x2m } ,                S6 = { x2 y2m x2m-4 y2m-2 y2m-1 y2 x2 }, 

S7 = { y2 x2m y2m-4 x2m-2 x2m-1 x2 y2 } ,    S8 = { x2m x1 x2 x2m-1 x2m } , 

S9 = { y2m y1 y2 y2m-1 y2m  } ,                  S10 = { y1 x2m-1 x2m-2 y2m y1 } , 

S11 = { y1  y4 x2m  y2m y1 } ,                   S12 = { x1 y5 x5 y1 x2m-3 x2m x1 } . 
 الواضح أن من 

|B(K2∆CLm)| = (2m-1)2 = dim C (K2∆CLm). 

 

⋃i مستقلة خطياً، من الواضح أن mCL∆2B(K(الآن نبرهن أن C12
i=1 \)mL∆2B(K  مستقلة خطياً؛ وذلك

⋃i, وأن mL∆2C(K( لأنها قاعدة جزئية من الفضاء S12
i=1  خطي من حدها كتركيبألأنه لا يمكن كتابة مستقلة؛  

⋃  iوإن) ، يساوي متجهاً صفرياً  أي تركيب خطي من هذه الدارات لا :نأأي  ،خر  الدارات الأ S12
i=1( ∪ 

(i⋃ C12
i=1 \)mL∆2B(K   تكون مستقلة خطياً؛ وذلك لأن أي تركيب خطي للدارات في )i⋃ S12

i=1  تحوي على
في وجد في أي تركيب خطي للدارات والتي لا ت  2my 2y-1أو  2mx 2x- 1  أو  2my 1y  أو  2mx1 x  حافات بالشكل

i⋃ C12
i=1 \) mL∆2B(K وعليه فإن ,) mCL∆2B(K مســــتقلة خطــــياً ولذلك فهـي قاعــــــــدة للبيانm CL∆2K. 

 , لتكن = mCL∆2B(K B   ( الآن بقي أن نحسب الثنية للقاعدة
M1 = B(K2∆Lm) \ ⋃ C12

i=1 i ,              M2= ⋃ S12
i=1 i 

 . وبما أن mCL∆2Kاب الثنية نقوم بتجزئة حافات البيان ولحس
B (K2∆CLm) = (B(K2∆Lm)\ ⋃ C12

i=1 i ) ∪ (⋃ S12
i=1 i) 

⋃i إذن سوف نقوم بتجزئة حافات الدارات في S12
i=1  :إلى المجموعات الآتية 

N1 = { x1 x2m  ,  y1 y2m   , x2 x2m-1    , y2 y2m-1 } , 

N2 = { xi xi+1  ,  yi yi+1   ;   i =1 , 2m-1 } , 

N3 = { x2m-2 x2m-1 , y2m-2 y2m-1 , x2m y2m-2 } , 

N4 = { xi yi+2  ,  yj xj+2   ; i= 2m-4 ,2m-3 ,2m-2  and j = 2,2m-4,2m-3 },  

N5 = { xi yi   ; i = 2 ,5 } , 

N6 = { x2m-3 x2m , y2m-3 y2m} , 

N7 = {x1 x4 , y1 y4  , y2m x2m-4 , x2m y2m-4 , x2m y4 , x2my2m }, 

N8 = { x1 yi ; i= 5,2m-2 , y1 xj ; j= 5,2m-3   
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N9 = { x2m y2 , y2m x2 , y1 x2m-1 } , 

N10 = E (K2 ∆ CLm ) \ ⋃ N9
i=1 i   . 

 e∈N10    e∈N9 
 e ∈ 
N8   e ∈ N7 e ∈ N6 e ∈ N5 e ∈ N4 e ∈ N3 e ∈ N2   e ∈ N1  

≤ 4 = 1 ≤ 3 ≤ 3 ≤ 2 = 2 = 3 = 2 = 3 = 0 )(
1

efM  

= 0 ≤ 3 = 1 =1 ≤ 2 ≤ 2 = 1 ≤ 2 = 1 ≤ 4 )(
2

efM  

≤ 4 ≤ 4 ≤ 4 ≤ 4 ≤ 4 ≤ 4 = 4 ≤ 4 = 4 ≤ 4  )(efB  

 

 :نأ ، أي )mCL∆2KB(في القاعدة  4لا تزيد عن  mCL ∆2Kوعليه فإن الثنية لكل حافة في البيان 
4 ≥ (mCL∆2K )b           . وبهذا يتم البرهان# 

   mMLمع بيان سلم موبيس  2K. العدد الأساس للفرق التناظري لبيان 4

ن عــدد إ.  mML مـوبيس مـع بيـان ســـلم 2Kنحـاول فـي هـذا البنـد دراســة العـدد الأسـاس للفـرق التنـاظري لبيــان 
 نإو ،  24mوعدد حافاته هي  4mهو  mML∆2Kرؤوس البيان 

   dim C (K2∆MLm) = (2m-1)2 . 

فرديـة فـي بيـان سـلم  mفعنـدما تكـون ،  mLC∆2Kيمكـن أن نحصــــل عليـه مـن بيـان  mML∆2Kنلاحظ أن البيـان 
زوجيـة فـي بيـان سـلم  mعندما تكـون زوجية و  mفي حالة كون  mCL∆2Kيكون مشابهاً لبيان  mML∆2K موبيس

 فردية وعليه نحصل على المبرهنة الآتية mفي حالة كون  mCL∆2Kيكون مشابهاً لبيان  mML∆2Kموبيس 

 .4mML∆2b(K ≥ (, فإن  m ≥ 7: لكل  (1.4مبرهنة )
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