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ABSTRACT 

This research aims to account the basis number of symmetric difference of K2 with some 

special graphs such as a saw graph, a cog –graphs, a fan graph and a wheel graph.  
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 الملخص

      مدددع  عدددا ال ياخدددات الساصدددة والمسددد  ة  م دددل  2Kيهدددهذ  دددحا الىحدددب الددد  لاسددداب العدددها ايسدددان لل دددر  ال  دددا ر  ل يدددا  
 الهرب المس ن و الهارة المس  ة و بيا  المرولاة والعجلة .

 ال ر  ال  ا ر , الهرب المس ن, والهارة المس  ة, بيا  المرولاة, بيا  العجلة :الكلمات المفتاحية

 المقدمة   1.

بياخاً م صلًا وم  هياً  Gليكن سوذ خ رض في  ح  ا  حا أ  جميع ال ياخات  ي م  هية وغير موجهة وبسيطة , 
 حيب ا    Sيقابل  )𝑎𝑞,…,2𝑎,1𝑎(يوجه م جه    Gمن لاافات Sفإ  لكل مجموعة جزئية  𝑒𝑒𝑞,…,2𝑒,1 هلاافات,

1=ia   اذا كاSei  0و=ia   اذا كاSei  لكل i=1,2,…,q .   حه الم جهات تكوّ  فضاء م جهات ذات الىعه 
q  2عل  الحقلZه فضاء الم جهات المق ر  مع ال يا  ، ويطلق عليG ويرمز له  الرمز q)2(Zالم جه الص ر  من . 
q)2(Z 0يرمز له  الرمز


توله فضاء م جهات جزئي يطلق عليه فضاء الهارات   Gال ي تقابل اارات  q)2(Z. م جهات 

أو اتحاا اارات م  صلة عن  عضها  ال سىة   Gيم ل اما اارة في  GC)(. كل م جه في GC)(ويرمز له   Gلل يا 
 و عها  pلايب أ   q-p+1 و  Gومن ال  ائج المعروفة في خظرية ال يا  أ   عه فضاء الهارات ل يا  م صل  للحافات.

  و عها لاافاته .  qو  Gرؤون ال يا  
  ي كالآتي : GC)(ا  طريقة ايجاا قاعهة ل ضاء الهارات 

 مح وياً   T+e يكو  ال يا  الجزئي ع هئح   G-Tلاافة ت  مي ال  e إذا كاختف؛   Gأية شجرة مولهة في  Tل كن
 ، لايب  p+1-q  و eCعها  حه الهارات  واضح أ  e. C  يرمز لها  الضىط عل  اارة والاهة  

 e ∈ (𝐺 − 𝑇)  تشكل قاعهة ل ضاء الهارات  وأخها(G) C . 
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تظهر   ي Gاذا كاخت كل لاافة من لاافات -k (k-fold) اخها ذات ث ية  C(G)ل ضاء الهارات  Bللقاعهة   ليقاو 
 . [1],[4],[6],[7]لمزيه من المعلومات راجع المصاار  .Bمن  الهارات  في القاعهة    kاك ر من في 

 C(G)  حيب ا   k أخه أصغر عها صحيح موجب  G( ل يا  basis numberالأسان )يعرذ العها  :[8] تعريف1.1. 
 الرمز  Gويرمز للعها الأسان لل يا   (required basis)؛ و حه القاعهة تسم  القاعهة المطلوبة  k–له قاعهة ذات ث ية

b(G) . 

يرمز لها  Bفي  e،ع هئح ال  ية للحافة  Gلاافة في  eو  GC)(قاعهة ل ضاء الهارات  Bاذا كاخت  :[8]تعريف  2.1.
)(ef B عها الهارات الموجواة في   و يB  والمح وية عل  الحافةe. 

   يعرذ  أخه ال يا  الح  مجموعة رؤوسه  ي  G∆Hيرمز لها  الرمز  Hو Gال ر  ال  ا ر  ل ياخين : [5]تعريف 3.1. 
V(G) ×  V(H)   ومجموعة لاافاته  ي 

E(G∆H) = {(u1,u2) (v1,v2) : u1v1∈ E(G) or u2v2∈ E(H)   but not both }.  

  و  G∆Hأ  عها لاافات ال يا  
|E(G∆H)| =|E (G)| × |V(H)|2 +|E(H)|× |V(G)|2  – 4 |E(G)| × |E(H)| 

               =q1 p
2
2

+ q2 p
2
1

 – 4 q1 q2 

 عل  ال والي.  Hو G  عها لاافات ال يا   q 2و 1q  عل  ال والي وHو G عها رؤون ال يا  2pو  1pاذْ أ  
 خلالاظ أ   عملية ال ر  ال  ا ر  تحقق خاصي ي ال جميعي وايبهالي .   

𝑃mالهرب المس ن  :تعريف 4.1.
v 1v , 2  ي            رؤوسددده  ال رتيب , m≥3ة دددبرت   mPب من ارب دددا  مركدددد:  و بي ∗

m,…,v ,  1 مع-m   1  افةددرؤون المضددمن ال-m,…,u 2 , u1 u  1                  اتددافددوالح}   -i=1,2,…,m  :  
i+1viu , iviu { ,  1.1كما موضح  الشكل  . 

 
𝐶mلهارة المس  ة  ا تعريف: 5.1

  m,…,v2,v1v رؤوسها  ال رتيب  ي  m ,m ≥ 3برتىة  mC:  ي بيا  مركب من اارة  ∗
كما موضح  ,  vm+1v =1  ا اذ  i=1,2,…,m } i+1v i,u ivi {u ,والحافات m,…,u2,u1uمن الرؤون المضافة  mمع 

 . 2.1 الشكل 
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 رؤوسها  ال رتيب  ي 2m+1برتىة  2m+1S ي بيا  مركب من خجمة  mFالمرولاة: تعريف  6.1

    2m, v1 -2m,…,v4 ,v 3,v2 ,v1 ,v0 v      0  أ   اذv    ة ددافدات المضددافددع الحدم  جمةددركز ال دل مدديم 
1} -:i=1,3,5,…,2m    i+1v i{v  3.1كما موضح  الشكل   . 

 

م جاور مع كل  mu مع الرأن 1u 1-m…u3u 2u1 =u1-mC ي ال يا  المكو  من الهارة   mW العجلة: تعريف  7.1
,   m-1فهو بهرجة  muأما الرأن  ,3 ي  mu غير mW. خلالاظ أ  ارجة كل رأن في  m ≥4أ    , اذ   mC-1  رؤون

 4.1.   كما موضح  الشكل 

 
𝑷𝐦مع الدرب المسنن    2Kالعدد الأساس للفرق التناظري للبيان  . 2

∗  

𝑃mمع الهرب المس ن  2Kخجه في  حا ال  ه  العها الأسان لل ر  ال  ا ر  لل يا  
 ، خلالاظ أ  عها رؤون ال يا   ∗

 𝑃m
∗∆ 2K 4-2 وm  2وعها لاافاته  و(2-1m, )  21  وأ)-p+1 =4(m-) = q  𝑃m

∗∆2dim C (K .  ولأجل تىسيط
𝑃mالشرح وال ر ا  خعيه ترميز رؤون 

لكل   2i-2بد  ivاذ أخ  ا رمزخا للرأن  2m,…,0,1,2-2(  بد  1.1في الشكل ) ∗
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i=1,2,3,…,2m  وللرأنju  2-1بدj  1لكل-j= 1,2,3,…,m  2كما رمزخا لرأسيK  ع هئح تصىح مجموعة رؤون   0,1بد
𝑃m

∗∆ 2K  : مجزاة كايتي 
{(0,0),)(0,1),…,(0,2m-2)}∪ {(1,0),(1,1),…,(1,2m-2)} 

   بيا ا .  i=0,1,2,…,2m-2لكل  i+1y( بد i,1وللرأن ) i+1xبد  (i,0)اضافة ال  ذلك خرمز للرأن 
 𝑃4

∗∆ 2K ( 1.2موضح في الشكل ) 

 
𝑃m(   4 ≥, فإ  m ≥ 4اذا كاخت  :  مبرهنة 1.2

∗∆ 2b(K 

𝑃m  خأخح مجموعة الهارات في ال يا  : البرهان
∗∆ 2K    :  الآتية 

B=   B(K2∆𝑃m
∗ ) = ⋃ 𝐵 10

𝑖=1 i : 

 اذْ أ  
B1 ={ x1 yj x2 yj+1 x1 ;   j= 4,5,…,2m-2}, 

B2 ={ x2m-2 yj x2m-1 yj+1 x2m-2  ;   j= 1,2,...,2m-5} , 
B3 ={ xi yj xi+1 yj+1 xi ; i =2,3   and   j= 6,7,…,2m-2} , 
B4 ={ xi yj xi+1 yj+1 xi  ; i= 2m-3,2m-4    and   j= 1,2,…,2m-7} , 
B5 ={ xi yj xi+1 yj+1 xi    ; i=4,6,…,2m-6  and  j= 1,2,…,i-3,i+4,…,2m-2} , 

B6 ={ xi yj xi+1 yj+1 xi  ;   i=5,7,…,2m-5 and j= 1,2,…,i-4,i+3,...,2m-2} , 

B7={ xi xi+1 yi+1 yi  xi    ;  i=1,2,...,2m-2}, 

B8 ={  x1 yi yi+1 x1        ,    y1 xi xi+1  y1   ;   i= 4,5,…,2m-2} , 
B9 ={ xi xi+1 xi+2 xi    , yi yi+1 yi+2  yi     ;     i= 1,3,…,2m-3} , 
B10={ x2m-1 yi  yi+1 x2m-1    ,  y2m-1 xi  xi+1 y2m-1    ;    i= 1,2,…,2m-5 }   ∪ { C1,C2} , 

C1={ x1 y1 y2 y3 y4 x1 }   ,   C2={ x2m-1 y2m-1 y2m-2 y2m-3 y2m-4 x2m-1 } . 
  من الواضح أ 

|Bi|=2m-5 , i = 1,2, 

|Bi|= 2(2m-7)  =4m -14 , i =3,4, 
|Bi|=(m-4)(2m-8)=2m2-16m+32 , i =5,6, 

|Bi|=2m-2 , i =7,9, 

|B8|=2(2m-5)=4m-10 , 

|B10|=2(2m-5) + 2=4m-8 , 

𝑃m  . (                                         اذ 
∗∆2= dim C (K  21)-| =4(mi∑ |B10

𝑖=1)| =  𝑃m
∗∆2|B(K 

𝑃m الآ  خ ر ن أ   )
∗∆ 2B(K  تكو  مس قلة ، من الواضح أ  i⋃ 𝐵6

𝑖=1 لأخها قاعهة جزئية  مس قلة خطياً وذلك
,  m2j=1,2,…, ,2-m2i=1,2,…, [8]-2لكل   ixj+1 y i+1x jy ixالمكوخة من كل الهارات  الشكل  1,2m-2mC(K-1(من 
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 2K الح   و بيا  جزئي من     2mP×2K-1  مس قلة خطياً لأخها تم ل لاهوا  عا أوجه ال يا  المس و     7Bأما الهارات في  

 𝑃m
 ( وأ   2.2وذلك لأخها  تم ل لاهوا  أوجه ال يا  الجزئي المس و  وكما موضح  الشكل )تكو  مس قلة خطيا  8Bو ∆∗

8B ∪ 7B    8مس قلة ايضاً وذلك لأB   تحو  عل  لاافددات  الشدددكلiy 1x  أو ix 1y  1لكل قيم-i=4,5,…,2m   وال ي ي
تكو  مسدد قلة خطياً لأخها تم ددل لاهوا  أوجه ال يا     10Bو  9B, كحلك كلًا من  7Bتوجه في أ  تركيب خطي للهارات في 

مس قلة خطياً ايضاً وذلك  10B ∪ 9B( عل  ال والي ,  وأ  4.2(    والشكل )3.2الجزئي المدس و  وكما موضح  الشددكل )
وال ي ي توجه في أ    i=1,2,…,2m-4لكل قيم      ix 1-2myأو      iy 1-2mxشكل تحو  عل  لاافات  ال  10Bي  

    8Bمس قلة خطياً وذلك ي     10B ∪9(B ∪ (8B ∪7(B(, كحلك الحال فأ    9Bتركيب خطي للهارات في 

∪7B    تحو  عل  لاافدات  الشكلiy ix    2لكددل قيم-i  = 2,3,…,2m   وال ي ي توجه في أ  تركيب خطي للهارات في
10B ∪9B    لحلك فأ ,i⋃ 𝐵10

𝑖=7   ( ًمس قلة خطياً  , وأخيراi⋃ 𝐵10
𝑖=7(   ∪  (i⋃ 𝐵6

𝑖=1(     مس قلة خطياً وذلك لأ
⋃ 𝐵10

𝑖=7i    تحو  عل  لاافات  الشكلi+2x ix   أوi+2y iy     3لكل قيم-i=1,3,…,2m   وال ي ي توجه في أ  تركيب
⋃iخطي  للهارات  في  𝐵6

𝑖=1     لحلك فأ  ,i⋃ 𝐵10
𝑖=1      تكو  مس قلة خطياً , وعليه فهي تم ل قاعهة  لل يا𝑃m

∗∆ 2K  
. 
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m (الآ   قي أ  خحسب ال  ية للقاعهة 

∗∆ 2B=B(K ل كن i⋃ B10
i=7= 2, M  i⋃ B6

i=1= 1M 

𝑃mولحساب ال  ية سوذ خقوم ب جزئة لاافات ال يا  
∗∆ 2K  :  ال  المجموعات ايتية 

N1= { xi yi   ;      i= 1,2,…,2m-1}, 

N2= { xi xi+1 ,  yi yi+1   ;     i= 1,2,…,2m-2}, 
N3= { xi xi+2 ,  yi yi+2   ;     i= 1,3,…,2m-3}, 

N4= { x2m-1 yi ,  y2m-1 xi    ;    i= 1,2,…,2m-4}, 
N5= { x1 yi ,  y1 xi     ;   i= 4,5,…,2m-2}, 
N6= E (K2∆ 𝑃m

∗ )\ ⋃ N5
i=1 i  

 

e ∈ N6 e ∈ N5 e ∈ N4 e ∈ N3 e ∈ N2 e ∈ N1  

≤ 4 ≤ 2 ≤ 2 = 0 = 0 = 0 fM1 (e) 

= 0 ≤ 2 ≤ 2 = 1 ≤ 4 = 2 fM2 (e) 

≤ 4 ≤ 4 ≤ 4 = 1 ≤ 4 = 2 fB (e) 

𝑃mوعليه  فإ  ال  ية لكل لاافة في ال يا    
∗∆ 2K    في القاعدة      4لا تزيد عن)𝑃m

∗∆ 2B(K   أي أن   ، 

  4 ≥ (𝑃m
∗∆ 2K )b    . وبهذا يتم البرهان# 

𝑪𝐦مع الدارة المسننة  2Kالعدد الاساس للفرق التناظري لبيان  3 .
∗   

Cmمع الهارة المس  ة  K2خجه في  حا ال  ه  العها ايسان لل ر  ال  ا ر  ل يا  
خلالاظ أ  عها رؤون ال يا   , ∗

Cm
∗∆  2K   4 وm   4وعها لاافاته  وm2   2(1. وأ.-p +1 = (2m –) = q m

∗∆  2dim C (K 

 ∆ K2       ع هئح تصىح رؤون ,  i= 1,…,mلكل  2i-1بد   uiوللرأن  (i-1)2بد  vi( خرمز للرأن 2.1من الشكل )

Cm
  xi+1( بد i,0وأخيراً ل رمز لد )   { (1,2m-1),…, (1,1), (1,0)} ∪{ (0,2m-1),…, (0,1), (0,0)} مجزأه ال   ∗

 i= 0,1,…,2m-1لكل       yi+1 بد      (i,1ولد )

𝐶m)   ≥  4, فإ    m≤ 4: اذا كاخت المبرهنة 1.3
∗ ∆ 2K)b 

𝐶mخأخح مجموعة الهارات في  البرهان :
∗ ∆ 2K : الآتية 

B =B (K2 ∆ 𝐶m
∗ ) = ⋃ 𝐵10

𝑖=1 i  , 



 ...  مع بعض  2Kالعدد الأساس للفرق التناظري للبيان  
 

 

169 

 اذْ أ 
B1 = { x1 yj x2 yj+1 x1  ; j =4,5,…,2m-3 } , 

B2  = { xi yj xi+1 yj+1 xi  ; i=2,3 and j = 6,7,…,2m-1 }, 

B3 = { xi yj xi+1 yj+1 xi  ; i=4,6,…,2m-4 and j = 1,2,…,i-3,i+4,…,2m-1 }, 

B4  = { xi yj xi+1 yj+1 xi  ; i=2m-2,2m-1 and j = 2,3,…,2m-5 }, 

B5  = { xi yj xi+1 yj+1 xi  ; i=5,7,…,2m-3 and j = 1,2,…,i-4,i+3,…,2m-1 }, 

B6  = { xi xi+1 yi+1 yi xi  ; i = 1,2,…,2m-1 }, 

B7  = { xi xi+1 xi+2 xi , yi yi+1 yi+2 yi  ; i = 1,3,…,2m-3 }, 

B8 = { x2m yi yi+1 x2m , y2m xi xi+1 y2m ; i= 2,3,4,…,2m-3 }, 

B9 = { x1 yi yi+1 x1 , y1 xi xi+1 y1 ; i= 4,5,6,…,2m-3 }, 

B10 = { x1 x2m-1 x2m x1  ,   y1 y2m-1 y2m y1   ,  x1 x2m y2m y1 x1  ,  x1 x3 x5…x2m-1 x1    , 

 y1 y3 y5…y2m-1 y1 ,  x2m-3 x2m-1 y2m-1 y2m-3 x2m-3  ,  x1 x2m y2 x2 x1 , y1 y2m x2 y2 y1  , 

x2m-2 x2m-1 x2m y2m x2m-2   ,     y2m-2 y2m-1 y2m x2m  y2m-2     ,     x1 x2 x3 x4 y1 x1  , 

 y1 y2 y3 y4 x1 y1 }. 

 من الواضح أ  
|B1| = 2m-6 , 

|Bi|  =4m-12 , i = 2,4,9, 

|Bi| =(m-3) (2m-7) =2m2-13m+21 , i= 3,5, 

|B6| = 2m-1 , 

|B7| = 2(m-1) =2m-2 , 

|B8| =2( 2m-4) =4m-8 , 

|B10| = 12 , 

|B (K2 ∆ 𝐶m
∗ )| =  ∑ |B10

𝑖=1 i| = (2m-1)2 = dim C(K2 ∆ 𝐶m
∗ ) . 

𝐶m(الآ  سوذ خ ر ن أ  
∗∆  2B (K   مس قلة خطياً , من الواضح أi⋃ B5

i=1   مس قلة خطياً وذلك لأخها قاعدهة
 ,…,j=1,2,…,m-m2i=1,2 ,1-1لكل   ixj+1 y i+1x jy ixالمكوخة من كل الهارات  الشكل   2m,2m(K C(جزئية من 

المس و  وكما موضح  مس قلة خطياً وذلك لأخهما  تم لا  سوية لاهوا  أوجه ال يا  الجزئي  7B 6B∪, كما أ    [8]
( ,  2.3مس قلة خطياً  وذلك لأخها تم ل لاهوا أوجه  ال يا   الجزئي المس و  وكما موضح  الشكل ) 8B(,  و 1.3 الشكل )
 iy2m xتحو  عل  لاافات  الشكل    8Bمس قلة خطياً وذلك لأ  أ  تركيب خطي للهارات  في  8B ∪7B ∪ 6Bوأ     

  B ∪9B 10, كما أ  7B ∪ 6Bوال ي ي توجه في أ  تركيب خطي للهارات في  i=2,3,…,2m-2لكل قيم    ix 2myو 
 x 1أو    2m  y 1yأو   2mx 1xتحو  عل  لاافددات  الشدكل    10Bمس قلة خطياً وذلك لأ  أ  تركيب خطي للهارات في 

 1-2mx  2-1 أوmy 1y  2-1 أوmy1 -2mx    1أوy1 x  2أوm y2m x     9وال ي ي تددوجه في أ  تركيدب خطدددددي للهارات فدددديB   ,
أ     i   y 1xتحددو  عل   لادافدات   الشدكل   B ∪9B 10وذلك لأ   ( مسدد قلة خطياً 8B ∪ 7B ∪6B(∪(  10B ∪9Bوأ  ) 

 لحلك فإ   8B ∪7B ∪ 6B وال ي ي توجه في أ  تركيددب  خطي  للهارات  فدددي  i = 4,5,…,2m-2لددكل قيم   i  x 1yو

i  ⋃ B10
i=6 ًمس قلة خطياً ,وأخيرا 

   (i⋃ B10
i=6 ( ∪ ⋃ B5

i=1)i     مسددد قلة خطددياً  وذلك لأ )⋃ B10
i=6i   تحدو  عل  لاافدات  الشدددكلi+2xix أوi+2 yiy   

⋃ وال ي ي تدددوجه في أ  تركدديب خطددي للهارات فددي  i=1,3,…,2m-3 لكددل قيدددم B5
i=1i وعليه  فأ ⋃ B10

i=1i  مس قلة
𝐶mخطياً ولحلك فهي قاعهة لل يا  

∗∆2K . 
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𝐶m  (الآن بقي أن نحسب الثنية للقاعدة 

∗ ∆2B=B(K  

 نفرض أن 

M1 =⋃ B5
i=1 i  , M2 =⋃ B10

i=6 i 

𝐶m ولحساب الثنية سوف نقوم بتجزئة حافات البيان 
∗ ∆2K :  إلى المجموعات الاتية 

A1 = { xi xi+1 ,yi yi+1 ; i= 1,2,…,2m-1}, 

A2 = { xi yi  ; i=3,4,5,…,2m-1}, 

A3 = { xi yi ; i= 1,2,2m }, 

A4 = { xi xi+2 , yi yi+2 ; i= 1,3,5,…,2m-3}, 

A5 = { x1 x2m-1 , y1 y2m-1 , x1 x2m ,y1 y2m }, 

A6 ={ x2m yi ,y2m xi ; i= 2,3,…,2m-3 }, 

A7 = {x2m y2m-2 , y2m x2m-2 }, 

A8  ={ x1 yi , y1 xi ; i= 4,5,…,2m-2}, 

A9 = E (K2∆ 𝐶m
∗   )\ ⋃ 𝐴8

𝑖=1 i 

 

e ∈ A9 e ∈ A8 e ∈ A7 e ∈ A6 e ∈ A5 e ∈ A4 e ∈ A3 e ∈ A2 e ∈ A1  

≤ 4 ≤ 2 = 0 ≤ 2 = 0 = 0 = 0 = 0 = 0 fM1 (e) 

= 0 ≤ 2 = 2 = 2 ≤ 3 ≤ 3 = 4 ≤ 3 ≤ 4 fM2 (e) 

≤ 4 ≤ 4 = 2 ≤ 4 ≤ 3 ≤ 3 = 4 ≤ 3 ≤ 4 fB (e) 
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𝐶m   وعليه  فإ  ال  ية لكل لاافة في ال يا 

∗ ∆2K     في القاعدة     4لا تزيد عن)𝐶m
∗ ∆ 2B(K   أي أن ، 

  4 ≥ (𝐶m
∗∆  2K )b #   . وبهذا يتم البرهان 

 mF مع بيان المروحة   2Kالعدد الاساس للفرق التناظري لبيان  4.

، خلالاظ أ  عها   mFمع بيا  المرولاة  2Kخجه في  حا ال  ه القيه الأعل  للعها الأسان لل ر  ال  ا ر  ل يا  
 ( , وأ  2m+1)2وعها لاافاته  و    4m+2 و  m∆F2Kرؤون ال يا  

.2 p + 1 = 4m –= q ) m∆F2Kdim C(   
 m∆F2Kع هئح تصىح رؤون  0,1بد  2K, وخرمز لرأسي   i=0,…,2m, لكل iبد  iv( , خرمز للرأن 3.1من الشكل )

  (j,1)وللرأن  j xبد (j,0)وأخيراً , خرمز للرأن  {(0,2m).…,(0,1),(0,0)}∪ {(1,2m)..…,(1,1),(1,0)}مجزأة ال  
   j=0,1,…,2mلكل  jyبد 

 . m∆F2(K b(  ≥ 4, فإ     m ≥ 3: اذا كاخت المبرهنة 1.4

 :    m∆ F2 Kخأخح مجموعة الهارات الآتية في   :البرهان 
B= B(K2 ∆ Fm) =⋃ 𝐵11

𝑖=1 i   , 

 اذْ أ   
B1={xi  yj  xi+1  y j+1 xi    ;    i=3,5,7,...,2m-3    and  j =1,2,...,i-2,i+2,…,2m-1}, 

B2={x1  yj x2  y j+1 x1     ;         j =3,4,…,2m-1}, 

B3={xi  yj  xi+1  y j+1  xi   ;    i=4,6,8,...,2m-4     and  j =1,2,…,i-3,i+3,…,2m-1},  

 ∪  { xi  yi  xi+1  y i+1 xi  }   ;        i= 2,4,…,2m-2},  

B4={x2  yj  x3  y j+1 x2      ;   j =5,6,…,2m-1}, 

B5={ x2m-2  yj  x2m-1  yj+1 x2m-2  ; j=1,2,…,2m-5}, 

B6={ x2m-1  yj  x2m  yj+1 x2m-1  ; j=1,2,…,2m-3}, 

B7 ={ x0  xi   y2m  xi+1  x0      ,  y0  yi   x2m  yi+1  y0   ;    i= 1,2,…,2m-3}, 

B8={ x0  xi  xi+1  x0                , y0  yi  yi+1  y0     ;    i=1, 3,5,…,2m-1}, 

B9 ={ xi xi+1  yi+1 yi xi  ;   i=1,3,…,2m-1 } ∪  { x0 x1 y1 y0 x0 },    

B10 ={ x1  yi   yi+1  x1     ,    y1  xi   xi+1  y 1     ;    i=3,5,…,2m-1} , 

B11 ={ xi x0 xi+1  yi+1  xi     ,   yi y0 yi+1  xi+1  yi         ;       i= 2,4,…,2m-2} , 

 من الواضح أ  
  |B1|  =(m-2) (2m-4) = 2m2-8m +8 , 

  |Bi|  = 2m-3 , i = 2,6, 

  |B3|  = (2m-6)(m-3)+ m-1 = 2m2-11m +17 , 

  |Bi|  = 2m-5 , i = 4,5, 

  |B7|  =2 (2m-3) = 4m-6 , 

  |B8|  =2m , 

  |B9|  = m+1 , 

  |Bi|  =2 (m-1) = 2m-2 , i = 10,11, 

∑mF∆  2=dim C (K 2|   = 4mi (                                       اذ  |B11
𝑖=1)| =    m∆ F 2|B (K 

⋃iمس قلة خطياً ، من الواضح أ   m∆F2K)B(الآ  خ ر ن أ   𝐵6
𝑖=1 لأخها قاعهة جزئية من  اً وذلك مس قلة خطي

)2m,2m(K C   المكوخة من كل الهارات  الشكلixj+1 y i+1x jy ix   1-1لكل,j=1,2,…,m-i=1,2,…,m [8]   كما ،
( 1.4تم ل لاهوا أوجه ال يا  الجزئي المس و  وكما موضح  الشكل )مس قلة خطياً  وذلك لأخها   8B  و 7Bأ  كلًا من 
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لكل    i+1y iyأو    i+1x ixتحو  عل  لاافة  الشددددكل    8Bمسدددددد قلة خطياً وذلك لأ   8B   ∪7B(عل  ال والي, وأ  2.4و)
مس قلة خطياً لأخها تم ل لاهوا   9B, الآ    7Bوال ي ي توجه في أ  تركيب خطي للهارات  في  i=1,3,…,2m-1قيدددددددم 

مس قلة خطياً وذلك  لأخها  تم ل   10Bو  m∆F 2K الح   و بيا  جزئي من  2m+1P×2K عا أوجه ال يا  المس و  
مس قلة خطياً وذلك   10B  ∪9Bلك فإ    (  الإضافة  ال  ذ 3.4لاهوا أوجه ال يا  الجزئي المس و  وكما موضح  الشكل )

وال ي ي تددوجده في أ  تركدديب خطددي للهارات في        i=0,1,2,…,2mلكل قيم    iy ixتحو  عل  لاافة  الشكل  9Bلأ  
10B    11,  كحلك الحددالB    مس قلة خطياً وذلك لأخها تم ل لاهوا أوجه ال يا  الجزئي المس و  وكما موضح في الشكل
 ( , وأ  4.4)

  11B ∪10B   ∪9B      10∪ مسددد دقلة خطدددياً وذلك لأ B   9B      تحدو  عل  لاافدات  الشددكدلiy 1x     أوix 1y    لكل
 ,  الآ    11B وال ي ي تددددوجه في أ  تركيددددب خطدددي للهارات في     i=3,4,5,…,2mقيدددم
   )11B   ∪10B ∪ 9(B∪ )8B   ∪7B     8(  مسددد قلة خطددددياً وذلك لأB  ∪7B    2تحددو  عل  لادافات  الشدددكلm  y ix    

, لحلك   11B ∪10B   ∪9Bوال ي ي تدوجه في أ  تركيدب خطي للهارات في  i=2,3,…,2m-2لكدل قيدددم    2mx iyأو  
⋃ 𝐵11

𝑖=7i  ( مس قلة خطياً ،وأخيرا(⋃ 𝐵11
𝑖=7i ∪ ((⋃ 𝐵6

𝑖=1i    مس قلة خطياً  وذلك لأ⋃ 𝐵11
𝑖=7i    تحو  عل  لاافات

وال ي ي توجه في   i=1,2,…,2m-1لكل   i+1xi x   ,i+1yi  yأو   i=1,2,3,…,2mلكل قيم   0y iyأو    0x ix الشكل 
⋃أ  تركدديب خطدي للهارات في     𝐵6

𝑖=1i      لحلك فإ ,i⋃ 𝐵11
𝑖=1      مس قلة خطياً , اذB   ي قاعهة لل يا m∆F2K . 
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  =m∆ F2B(K B(الآ   قي أ  خحسب ال  ية للقاعهة 

 خ رض أ 



 غسان طوبيا مروكي و احمد محمد علي و رشا صلال حسن
 

 

174 

M1= ⋃ 𝐵6
𝑖=1 i  ,   M2

 = ⋃ 𝐵11
𝑖=7 i 

 ال  : mF ∆2Kخقوم ب جزئة لاافات ال يا    =m∆ F2B(K B(ولإيجاا ال  ية للقاعهة 
L1={ xi y2m ,yi x2m  ;    i= 1,2,...,2m-2}, 

L2={ x0 xi ,y0 yi    ;   i=1,2,3,...,2m}, 

L3={ xi xi+1 ,yi yi +1   ;   i= 1,3,…,2m-1}, 

L4={ xi yi  ;    i=2,3,…,2m-1}, 

L5={ x1 yi  ,  y1 xi  ;   i=3,4,…,2m-1}, 

L6={ xi yi  ;      i=0,1,2m}, 

L7={ xi yi+1 , yi xi +1  ;   i= 2,4,6,...,2m-2}, 

L8 = E(K2∆Fm) \⋃ 𝐿7
𝑖=1 i 

 

e ∈ L8 e ∈ L7 e ∈ L6 e ∈ L5 e ∈ L4 e ∈ L3 e ∈ L2 e ∈ L1  
≤ 4 = 2 = 0 ≤ 2 =1 = 0 = 0 ≤ 2 fM1 (e) 

= 0 =1 ≤ 2 ≤ 2 ≤ 3 ≤ 3 ≤ 4 ≤ 2 fM2 (e) 
≤ 4 = 3 ≤ 2 ≤ 4 ≤ 4 ≤ 3 ≤ 4 ≤ 4 fB (e) 

 ،  أ  أ    m∆F2B(K(في القاعهة   4ي تزيه عن   mF  ∆2K وعليه  فإ  ال  ية لكل لاافة في ال يا    
 4 ≥ (m∆F2K )b #   .  وبهحا ي م ال ر ا 

 mWمع بيان العجلة  2Kالعدد الاساس للفرق التناظري لبيان  5.

 . وأ   2m وعها لاافاته  و  2m و  m∆W2Kمن الواضح ا  عها رؤون ال يا  
dim C(K2∆Wm) = q – p +1= (m-1)2 . 

  مجزأة ال    m∆W2K, ع هئح تكو  رؤون  i=1,2,…,mلكل  i-1بد  mWفي العجلة  iu( , خرمز للرأن 4.1من الشكل )
1)}-2),(0,m-{(0,0), (0,1),…,(0,m ∪ 1)}-2),(1,m-{(1,0), (1,1),…,(1,m  فيm∆W2K   خرمز للرأن ,
0,j) بد )j+1x ( 1وللرأن,j بد )j+1y   1لكل-j= 0,1,…,m 

 m∆W2(K b( 4 ≥, فإ     m ≥ 9: اذا كاخت المبرهنة 1.5

 K2∆Wmخأخح مجموعة الهارات الآتية في ال يا   البرهان :
B=B(K2∆Wm) =  ⋃ B10

i=1 i , 

 لايب أ 
B1 = { xi  yj  xi+1  yj+1  xi   ;    i=2,3    and    j = i+3 ,i+4, …, m-2} , 

B2 = { x1  yj  x2  yj+1  x1    ;   j = 4,5,…,m-3 } , 

B3 = { xi  yj  xi+1  yj+1  xi    ;   i= 4,5,…,m-5  and  j =1,2,…, i-3,i+3,i+4,…,m-2}, 

B4 = { xi  yj  xi+1  yj+1  xi    ;   i= m-4,m-3   and   j =1,2,3,…,i-3 }, 

B5 = { xm-2  yj  xm-1  yj+1  xm-2    ;   j=2,3,…,m-5}  , 

B6 = { xi  yi  yi+1  xi+1  xi     ;    i=1,2,…,m-1 } , 

B7= { y1   xi   xi+1  y1     ,   x1  yi  yi+1 x1     ;    i=3,4,…,m-3 }, 

B8 ={ ym-1   xi   xi+1  ym-1      ,   xm-1  yi  yi+1 xm-1       ;      i=2,3,…,m-4 }, 

B9 = { xm   xi   xi+1  xm         ,   ym  yi  yi+1 ym            ;      i=1,2,…,m-2}, 

B10= { xm-3  xm-2  xm-1  ym-1  xm-3     ,  x1  y1  y2  y3  x1   ,    y1  x1  x2  x3  y1  ,  

 xm-1  ym-1  ym-2  ym-3  xm-1   ,   x1  xm-1 xm  x1      , y1  ym-1 ym  y1  ,    x1  xm  ym  y1  x1 ,             xm-2  

xm  ym  ym-2 xm-2 }. 

 من الواضح أ  
|B1|  = 2m-13 , 
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|Bi| = m-6 , i =2 ,5, 

|B3| = (m-8) (m-7) = m2-15m+56 , 

|B4| =2m-13 , 

|B6| = m-1 , 

|Bi| = 2(m-5) = 2m-10 ,  i =7,8, 

|B9| = 2(m-2) = 2m-4 , 

|B10| =8 , 

 اذ 
| B(K2∆Wm) | = ∑ |𝐵10

𝑖=1 i|  =  (m-1)2 = dim  C (K2∆Wm) . 

⋃مس قلة  , من الواضح أ   m∆W2B(K(الآ  سوذ خ  ت أ   𝐵5
𝑖=1i وذلك لأخها قاعهة   مجموعة مس قلة خطيا

   j=1,2,…,m-i=1,2,…,m ,1-1  لكددل   ixj+1  y  i+1x  jy ixالمكددددوخة من كل الهارات  الشدددكل     m,mC(K(جزئية من   
  7BوmW∆2K الح   و بيا  جزئي من mP×2Kمس قلة لأخها تم دددل لاهوا  عا أوجه ال يا  المسدد و    6B,  وأ  [8]

 ( 1.5ضح  الشكل )مس قلة وذلك لأخها تم ل لاهوا أوجه ال يا  الجزئي المس و  وكما مو 

 الشكل    تحو  عل  لاافات 7Bمجموعة مس قلة وذلك لأ  أ  تركيب خطي   ال سىة للهارات في  7B∪6Bكما وأ  
iy 1x  أوix1 y   2لكل قيم-i=3,4,…,m  6وال ي ي توجه في أ  تركيب خطي للهارات فيB   8, وأB∪ ) 7B ∪ 6B   )

لكل    iy ixتحو  عل  لاافات  الشكل   7B∪6 Bمجموعة مس قلة خطياً وذلك لأ  أ  تركيب خطي   ال سىة للهارات  في 
  8Bوال ي ي توجه في أ  تركيب خطي للهارات في  j= 3,…,m-3لكل   jx 1yأو  jy1xأو  الصيغة   i=1,2,…,mقيم 

تحو  عل  لاافات     10Bمجموعة مس قلة خطياً وذلك لأ  أ  تركيب خطي   ال سددىة للهارات في  10B ∪9B, وأ  
وال ي ي توجه  في أ  تركيب  خطي للهارات في       my1 y-1أو    mx1 x-1أو  mym x و أ my1 -mx-1 أو  1y 1x  الشدددكل

9B   (   10, كمددا وأB∪  9(B )  ∪8B ∪ 7B ∪6( B  ًوذلك لأ  أ  تركيب خطي   ال سىة    مجموعة مس قلة خطيا
وال ي ي توجه في أ    i=1,2,…,m-2 لكل قيم  iy myأو    ix mxتحو  عل  لاافات  الشكل    10B ∪9 Bللهارات 

⋃, لحلك فإ   8B∪  7B  ∪6Bتركيب خطي للهارات في  𝐵10
𝑖=6i (   ًمجموعة مس قلة خطياً , وأخيرا⋃ 𝐵10

𝑖=6i )
⋃ 𝐵5

𝑖=1 ) ∪i    مجموعة مس قلة خطياً وذلك لأ  أ  تركيب خطي   ال سىة للهارات في)⋃ 𝐵10
𝑖=6i    تحو  عل  لاافات
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⋃وال ي ي توجه في أ  تركيب خطي للهارات في   i=1,2,…,m-1لكل قيم    i+1y iyو  أ  i+1 xi x الشكل  𝐵5
𝑖=1i   لهحا ,

⋃فإ    𝐵10
𝑖=1i   مجموعة مس قلة خطياً وبال الي تكو  قاعهة لل ياm∆W2K    . 

   m∆W2B= B(K (الآ  سوذ خقوم  حساب ال  ية للقاعهة 
⋃i خ رض أ   𝐵10

𝑖=6=  2, M i⋃ 𝐵5
𝑖=1= 1 M    ولإيجاا ال  ية خقوم ب جزئة لاافات ال ياm∆W2K   :  ال 

R1 ={ xi  xi+1  ,  yi  yi+1     ; i= 1,2,…,m-1 }, 

R2 ={ xm xi    ,  ym  yi       ; i= 1,2,…,m-2 }, 

R3 ={ xi  yi        ; i= 2,3,…,m-3 }, 

R4 ={ xi  yi        ;  i= 1,m-2,m-1,m }, 

R5 ={ x1  xm-1  ,  y1  ym-1 }, 

R6 ={ x1  yi  ,  y1  xi        ;   i= 4,5,…,m-2 }, 

R7 ={ xm-1  yi  ,  ym-1  xi   ;    i= 2,3,…,m-4 }, 

R8 ={ x1 y3  , y1 x3 , xm-1 ym-3  , ym-1 xm-3 }, 

R9 = E(K2∆Wm) \  ⋃ 𝑅8
𝑖=1 i 

 

e ∈ R9 e ∈ R8 e ∈ R7 e ∈ R6 e ∈ R5 e ∈ R4 e ∈ R3 e ∈ R2 e ∈ R1  
≤ 4 = 0 ≤ 2 ≤ 2 = 0 = 0 = 0 = 0 = 0 fM1 (e) 

= 0 = 2 ≤ 2 ≤ 2 =1 ≤ 4 = 2 ≤ 3 ≤ 4 fM2 (e) 
≤ 4 = 2 ≤ 4 ≤ 4 =1 ≤ 4 = 2 ≤ 3 ≤ 4 fB (e) 

 ، أ  أ    m∆W2B(K(في القاعهة   4ي تزيه عن   m∆W2K  وعليه  فإ  ال  ية لكل لاافة في ال يا 
  4 ≥ (m∆W2K )b #    .  وبهحا ي م ال ر ا  
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