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ABSTRACT 
 This paper is devoted to analyze the stability of shallow water of a 

system of equations that was exposed to disturbancing. This analysis is done 

by finding the eigenvalues of the system which enables us to investigate the 

grow of disturbance after setting shallow water equations in linearization 

form. It is obtain from the results analysis that the equations are stable when 

the real part of wave velocity is negative ,and unstable when it is positive. 

Keywords: flow, stability analysis, shallow water equations model. 

 ل استقرارية الجريان لنموذج معادلات المياه الضحلةتحلي
 أشرف سمعان عبودي

 جامعة الموصل ، كلية علوم الحاسبات والرياضيات 

 17/3/2009تاريخ قبول البحث:                  30/11/2008تاريخ استلام البحث:

 الملخص
التي تعرضت  لمياه الضحلةهذا البحث مكرس لتحليل الاستقرارية لمنظومة من معادلات ا 
( للمنظومة التي تمكننا   Eigenvaluesالقيم الذاتية ) إيجادعن طريق وهذا التحليل تم  ،لاضطراب

نمو الاضطراب من عدمه وذلك بعد جعل معادلات المياه الضحلة خطية  إيجادمن 
(Linearization وتبين من نتائج التحليل ان هذه المعادلات تكون في حالة استقرار عندما .)  يكون

ويكون في حالة عدم استقرار عندما تكون هذه الكمية   لسرعة الموجة كمية سالبة ، يالجزء الحقيق
 موجبة. 

 ، نموذج معادلات المياه الضحلة. يةالاستقرار تحليل ، لجريانا الكلمات المفتاحية:
 : المقدمة -1

دلات ( إحدى أنظمة المعا Shallow water equationsمعادلات المياه الضحلة )  
 Motion)              وهي أسهل أشكال معادلات الحركة للمائع  التفاضلية الجزئية غير الخطية،

equations،)  حفظ الزخم ) ن مشتقة من قانون حفظ الكتلة وقانوNavier – Stokes 

equationsتستخدم معادلات المياه الضحلة وبشكل واسع في العديد من مجالات العلوم  منها ): 
الهيدروليكية ( ضمن علم السوائل المتحركة Hydrodynamics)الموائع  كةحر علم 

(Hydraulics)، ( وفي علم المياهHydrology)، ( وفي علم المحيطاتOceanography )
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العديد من مسائل العلوم  وفي مجال الهندسة و  ،(Meteorologyوفي الأرصاد الجوية) وظواهرها،
 .[6]التطبيقية الأخرى ( 

  (   Shallow water equations،ومنه نظام معادلات المياه الضحلة ) امإن أي نظ 
إذا كانت  (stable)مستقرة  Sفيقال أن الحالة  Sمهما كانت طبيعته إذا وجد في حالة ما  

النظام   وكذلك. Sالإزعاجات أو التأثيرات الخارجية التي يتعرض لها النظام لا تؤثر في الحالة 
موجود حالياّ في حالة معتمدة على الزمن ذلك أن الكـواكب تدور حول  الشمسي على سبيل المثال

الشمس بصورة منتـظمة وفي حالة دخول جسم سماوي أضافي صغير إلى النظام الشمسي فان هذا  
النظام لا يتأثر بصورة مهمة إذ لا تتـأثر الحالـة الأصلية لهـذا النظام بالإزعـاجات الصغـيرة , أي أن  

 [2,7]مستقر فيما له علاقة بهذه الإزعاجات .  النظام الشمسي
حركة الأمبيا تحت تأثير  (Stability ) على مفهوم الاستقرارية الأخرى ومن الأمثلة المهمة 

والانجذاب الكيميائي إذ أن هذا الأخير هو عبارة عن الحركة الناتجة عن   Diffusionالانتشار 
فرزها الاميبا  نفسها ,أن هذا النموذج يكون غير مستقر إذ  التي ت ةالتغيرات في تركيز المواد الكيميائي

  ا للمادة الجاذبة صغيرين أو إذ (Decay Rate)أو معدل التحليل  (Motility)كانت قابلية الحركة 
كبيرين .ولهذه الظاهرة أهمية   يأو قوة الانجذاب الكيميائ ( Secretion Rate)كان معدل الإفراز 

طويري ,والمفهوم نفسه ينطبق على جميع الظواهر الطبيعية الآخرى . كبيرة في علم الأحياء الت
[8,9]  

( poincareالعـالم الفرنسي الكبير بوانكاريه ) لقد كـان اول من درس فكرة الآستقرارية هو 
( والذي يُعد من كبار العلماء في العالم. ويقترن موضوع الاستقرار كذلك بأسم العالم 1912-1854)

( إذ يُعد اسمه مرادفا لنظرية الاستقرار في A.M. Laypunov( )1918-1857وف )الروسي ليبون
وان أفكاره وجدت طريقها في الحقول المليئة بالأفكار الخصبة والمثمرة  1960العالم الغربي منذ عام 

 شره واحداَ من أكثر البحوث المهمةمن التطبيقات في النظم الديناميكية غير الخطية خصوصاً بعد ن 
 On the Generalستقرارية الحركة          )وهذه هي المسألة العامة لا 1892عام  في

Problem of the stability of Motion[ )10 .] 

 :نبذة تاريخية -2
ق ائطر  1999عام  Mark A. Taylorو   William F.Spotz درس كل من العالمين 

 كل  وذلك  لاستخدامها  في   تقريبات سريعة لحساب  المشتقات  الخاصة   للدوال  الكروية  الش
Explicit time – stepping   Approximation    .لمعادلات المياه الضحلة الكروية الشكل  

(  لتحليل   الاستقرارية لهذه الطريقة والاهتمام قد انصب على Filteringلقد استخدم الترشيح ) 
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وتبين أن نتيجة الطيف تتحقق تقريبا في ثلث ق الفورير والترشيح التوافقي الكروي ،  ائاستخدام طر 
 Spectral transform     ( .[12]الزمن لطريقة التحويل الطيفي )

معادلات المياه  ان سرعة انتشار  2000( عام Yong Zhouكذلك برهن  العالم ) 
و ( وكذلك تم بيان ان الحل نفسه او المشتقة الاولى ا infiniteالضحلة هي سرعة غير  محددة  )

− xيتضاءل اسرع  من  ان يمكن حتى كليهما لا
e فترة زمنية  ةعند اللانهاية المنتظمة في أي

]0,[صغيرة  .[16 ] 

عام   Antonio Dominguezو   Tomas Chaconكذلك ناقش كل من العالمين  
غير المتجانسة   ةلثانية لحل انظمة القطع الزائدمن الاشكال العددية المتوازنة من الرتبة ا  اً نوع 2004

لقوانين حفظ الكتلة،ولقد تم اعطاء تقنية عامة لبناء مثل هذه الاشكال العددية وقد تم تطبيق هذه 
 [ 3 ]الاشكال على معادلات المياه الضحلة واعطت نتائج جيدة .

فروقات  ال 2006عام  Bohorquezو   Fernandez – Feriaلقد وجد  العالمان   
المتوازية  الخاصة لجريان المياه الضحلة عبر مستوي مائل بميل   ة بالنسبة الى الاستقراريةالنوعي
استخدامها لمناقشة الحل العددي لمسألة معادلات المياه الضحلة  نتائج هذه الاستقرارية تم  ،اري اختي

بقة بين نتائج الموجات اختياري. وقد توصل الى ان هنالك مطاعبر سطوح مائلة بميل  غير الخطية
 [4]الناتجة من المحاكاة العددية وبين التنبؤات  لتحليل الاستقرارية للطريقة .

الحلول   2006عام  Carlos C.Penaو Luis P.Thomasكذلك درس كل من العالمين  
فقد وجدا ان المجموعة الكاملة للحلول نستطيع  ،لمعادلات المياه الضحلة (  smothالبسيطة )

 [5]الخصائص الفيزيائية.  عفها بانها واقعة باربع مجاميع متناظرة تبين هذه المجاميتصني

 :النموذج -3
ليكن لدينا مقطع للمياه الضحلة ببعدين ،نرمز لمركبة السرعة للمحورين السيني والصادي  
 اذاكانت  ،Hعدل ارتفاع السطح الافقي له بالرمز على الترتيب كما نرمز لم vو   uبالرمزين 
sin(f(، واذا كانت ف السطح الافقي المنضغط عن معدلهتمثل انحرا = تمثل  حيث ان  ،2 

معامل   fوان  ،  bزنا لللزوجة بالرمز واذا رم تمثل خط العرض،  ، وان الدوران الزاوي للارض
 :[15]عندئذ يمكن تمثيل معادلات المياه الضحلة بالشكل التالي   القوة،
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 ( Non Dimensional form)   :المعاملات والمعادلات اللابعدية -4
سوف نعرف بعض القيم اللابعدية وعلى افتراض ان   لغرض ايجاد المعادلات اللابعدية، 

0u  16 [هي مصدر السرعة وكالاتي[: 
**u*v*Lxx ======

0
         0uu        0u   v          

0u

* tL
  t          *Lyy              

نحصل على المعادلات اللابعدية لمعادلات المياه ( 2وبتعويض الكميات والقيم اللابعدية في )
 الضحلة وكالاتي :  

 

 

 
 

 

         …(3) 

 (   Stability Analysis)   :تحليل الاستقرارية -5

( نجزأ كلا من  3لغرض تحليل الاستقرارية لنموذج معادلات المياه الضحلة المعرفة بـ ) 
*V,*U  تاليتينباستخدام المعادلتين ال 

   
21

v) 

21
u) 

)t,y,x(*v)y,x(*t,y,x(*v

)t,y,x(*u)y,x(*t,y,x(*u

+=

+=
     …(4) 
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 ( الى حالتي الاستقرار والاضطراب نحصل على : 9)  ،( 8) ،( 7وبتجزئة المعادلات )
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 Unsteady)الثابتة  التي تمثل الحالة غير (11),(13),(15)ويمكن فرز المعادلات  

state)  :بكتابتها بالشكل  
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 : X , Yالاضطراب الحادث بالاتجاهين  -6
 ,Yالحل لهذه المنظومة من المعادلات ،نتصور ان الاضطراب حاصل باتجاهين لإيجاد 

X  [11 ]وان السعة ثابتة ،يمكن كتابة المعادلات بالصورة الاتية   
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21حيث أن  K , K  قيم حقـيقية لابعـدية لطول الموجة بالاتجاهY, X   ، على التوالي   هي سرعة
Complex   ( )21الموجة ، وهي قيمة معـقدة )  += i(    وان القـيمة المـوجبة او السالبة لــ

1  1 0بهذه الحالة هي التي تؤدي الى نمو الاضـطراب او تلاشيه على الـتوالي ، فعندما تكون  
 waterفمـنظومة المياه الضحلة      0( وعـندما تكون  Unstableفالمنظومة تكون غـير مـستقرة )

equations )  ( Shallow  ( تكون مستقرةstable )]1[،  321كما أن A, A , A،  ثواـبت وتمثل
 (.   Amplitudeسعـة الموجة )

يمكن كتابة منظومة المعادلات ، الى الاضطرابوغـير الخطية بالنسبة  بعد إهمال الحـدود الصغيرة
 تي ( بالشكل الآ1)

 
 
 
 
 

        …(18) 

 
 :  ما يأتي نحصل على (  18) ( في 17وبتعويض )
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 وبما أن:
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                                                            : فان
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 كذلك فان  
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 فان :  
    0b) 

0u

 2A

2
0u

03A 2k i 2g
f

0u

1A
-2A ( =+


+

LL
    …(20) 

 وكذلك
 
 

      03A 

0

i 
22

0

i 
11 =+


−


−

KAKA
      …(21) 

 

 أتي :ي نحصل على ما ( 19) ,( 20) , (21  )وبجمع الحدود المتشابهة وترتيب المعادلات
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 0 3A 1k i 
02g 2A 

0
 1A 2
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   03A 
02A 2k 11k =+−− iAi       …(22)   

 

المعادلات  ( وذلك بكتابة نظامEigenValuesالقيم الذاتية ) بإيجادومن خلال هذه المعادلة نقوم 
 [14]: تي(  بالشكل الآ22)
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  ة تم ايجاد جذورا لمعادل [13] (Maple 11( برمجيا باستخدام نظام )23وبعد حل متعددة الحدود )
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في نظام معادلات المياه الضحلة يتأثر بدرجة كبيرة  ستقراران التوصل الى حالة الا 
بالكميات 

0U,  , ,vb, Lub  ه ،وهذا متوقع لان هذه الكميات تحدد صفات نظام معادلات الميا
، وعند القيم التالية للمعلمات ، الطول واللزوجة  على التواليالضحلة وهي السرعة ،سعة الموجة

[15] 
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 ( نحصل على :  23وبتعويضها بالمعادلة )

0)   74012 32.459492 94351

3 (-1.42805  ) 118.2709979- 64742 (4.5461 2 ) 2.3  8833
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ــة  التــي تميــز الآتيــةتبــرز الحــالات العدديــة، ومــن النتــائج  عــدم الاســتقرار( لنظــام مــن ر )الاســتقراحال
    المياه الضحلة وكالاتي :معادلات 

 :       لآتيةافي الحالات  اً مستقر نظام معادلات المياه الضحلة يكون : الحالة الأولى -:أولا
0         -1     إعداد مركبة            qقيم   -1

2
vb  ,  0

2
ub        و  

22 vbub = 

                                       2-                32.1        6.3و− 
                                       3-          109  L    9.11.0و  L    0وL 

                                       4-                   8.1
0

9.0  u 
0             -1       إعداد حقيقية سالبة     pقيم  -2

2
vb  , 0

2
ub  ,   22  vbub     

                                       2-                          0=L       
                                       3-                 9.1
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0
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 مستقر  في الحالات  آلاتية :  غيرعادلات المياه الضحلة  نظام ميكون  الحالة الثانية: -ثانيا : 
2       -1مركبة              إعداد  qقيم    -1

2
vb  ,   2

2
−−ub      و

22 vbub =  

                                        2-                       3.1    
                                        3-                          11 L 

0   يقية موجبة  عند أعداد حق  pقيم   -2
2

vb  , 0
2

ub  ,   
22

 vbub . 
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 ( 1جدول )ال
 بتغير بعض قيم سرعة الموجة  )  p ،q  < 0  0  >المستقرة ) p,qقيم 

 

p 2,  1 qq  

-12.9297717 ± 380424589i -1.669110413 -3.6 

-13.10265471 - 1.77662643 ± 3.382926108i -3.7 
- 13.27499592 - 1.884502042 ± 3.383552027i -3.8 
- 13.44681924 - 1.992590380 ± 3.382315973i -3.9 

-13.61814025 -2.100929873± 3.379227782i -4 

- 13.78897370 - 2.209513149 ± 3.374293605i -4.1 

- 13.95933356 - 2.318333222± 3.36751595i -4.2 

- 14.12923307 - 2.427383465 ± 358893739i -4.3 

- 14.29868481 - 2.536657593 ±3.348422248i -4.4 

- 14.46770074 -2.646149632 ± 3.336093115i -4.5 

-14.63629219 - 2.755853905 ± 3.321894245i -4.6 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

-47.80446809 -171.2477660 ± 14.45043007i -100 
 

 (  2جدول )ال
 بتغير بعض قيم سرعة الموجة   )  p ،q  > 0  0  <غير المستقرة ) p,qقيم 

 

p 2,  1 qq  

3.282566973 16.6087165 ±2.231835409i 10 

3.906753387 18.23662331 ±2.371432634i 11 

4.514252118 19.87287394 ± 2.499991373i 12 

5.107982590 21.51600871± 2.619823613i 13 

5.690270067 23.16486497 ± 2.732573465i 14 

6.262976789 24.81851161 ± 2.839447050i 15 

6.827603706 26.47619815± 2.941352835i 16 

7.385368840 28.13731558 ± 3.03891033i 17 

7.937267546 29.80136623 ± 3.13292230i 18 

8.484118893 31.46794055 ± 3.223557253i 19 

9.026601497 33.13669925 ± 3.311284731i 20 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

49.69459040 168.0027048±7.447749846i 100 
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 (  1شكل )ال
 ن  عندها نظام معادلات المياه الضحلة غير مستقرالتي يكو pقيم 

0 5 10 15
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Unstable

 
 

 (  2شكل )ال
 ا  التي يكون  عندها نظام معادلات المياه الضحلة مستقر  pقيم 
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 (3شكل )ال
 التي يكون  عندها نظام معادلات المياه الضحلة غير مستقر qقيم 
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 (4شكل )ال
 ا  قر عندها نظام معادلات المياه الضحلة مستالتي يكون  qقيم 
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 :الاستنتاجات -7

     21اذ انها قيمة معقدة )  αقيم سرعة الموجة  بإيجادلقد قمنا   القيمة  ( وان =+
تجزئة نظام   تد تمتؤثر في حـالة نمو الاضطراب او تلاشـيه. لق  1 الموجبة او السالبة ل ـ

ستقر( يكون صغيرا جدا مقارنة بالجزء الثاني والمهم في ) الم الأول ين الجزءالمعادلات الى جزأ
 يزة( والمعادلة المم  EigenValuesية )الحل، القيم الذات إيجادية، وتم تحـليل الاستقرار 

(Characteristic polynomial بالنسبة للجزء الثاني،ثم قمنا بحلها برمجيا باستخدام نظام )
(Maple 11 ) جة والحصول على قيم سرعة الموα  ،قيم المعلمات  وبإعطاء
(

0
    L   

0
u    k2     k1  

2
fv   

2
fu          bv  , 

2
bu     ,,,,,,,,,,g(   تبين ان  هذه المنظومة تكون في

 حالة استقرار عند :  
 إعداد مركبة     qقيم  - 1  

                                          1-       02vb  ,  02ub        و  
22 vbub = 

                                          2-       32.1        6.3و− 
                                          3-       109  L    9.11.0و  L    0وL 
                                          4-       8.1

0
9.0  u 

0      -1       إعداد حقيقية سالبة       pقيم  - 2
2

vb  , 0
2

ub  ,   
22

 vbub     

                                          2 -      0=L       
                                          3-      910 .u   00  و u   
 

 وبعكسه فان المنظومة تكون في حالة عدم استقرار.
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